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Liste des notations utilisées
et ordres de grandeur

Dans le manuscrit, les vecteurs sont notés en caractères gras et la sommation
sur les indices répétés est implicite. Sauf mention particulière, les valeurs sont
données pour la photosphère du Soleil calme.

Variables

x, r Position
k, a Vecteur d’onde
Ωk Angle solide sur k
t Temps Granulation solaire t ' 10 mn
v Champ de vitesse Granulation solaire v ' 1 km s−1

B, b Champ magnétique Réseau chromo. B ' 100 G ' 10−2 T
j Densité de courant
T, θ Température À la surface solaire T ' 5780 K
P, p Pression À la surface solaire p ' 104 Pa
ρ Densité À la surface solaire ρ ' 2 10−4 kg m−3

e et s Énergie interne et entropie
ω Pulsation Modes acoustiques du Soleil P ' 5 mn
Γ, τ Taux de croissance
λ Valeur propre λ = iω + τ

Opérateurs, moyennes

∇ ou ∂ Gradient
∇ · Divergence
∇× Rotationnel
∆ Laplacien
P Opérateur de projection P ≡ Id − ∇∆−1

∇·
< Partie réelle
x Moyenne de x sur un plan
〈x〉 Moyenne d’ensemble ou

moyenne temporelle
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12 LISTE DES NOTATIONS UTILISÉES ET ORDRES DE GRANDEUR

Paramètres physiques

R� Rayon solaire R� = 700 000 km
M� Masse solaire M� = 2 1030 kg
g Gravité À la surface solaire g = 274 m s−2

d Dimension verticale
de l’atmosphère

Ionisation de l’hydrogène solaire d ' 1 000 km

A Rapport d’aspect Dimension horizontale / Dimension verticale
cv Capacité calorifique à

volume constant
cp Capacité calorifique à

pression constante
γ Index adiabatique Gaz monoatomique γ = 5/3
cs Vitesse du son c2

s = γp/ρ , quelques km s−1 à la surface solaire
R Constante des gaz parfaits
µo Perméabilité magnétique µo = 4π 10−7 S. I.
VA Vitesse d’Alfvén VA = B/√ρµo, dans le réseau VA > 1 km s−1

N Fréquence de Brünt-Vaïsälä
µ Viscosité dynamique
ν Viscosité cinématique ν = µ/ρ, à la surface solaire ν ' 1 m2 s−1

χ Conductivité thermique
κ Diffusivité thermique κ = χ/ρ cp , à la surface solaire κ ' 2 108 m2 s−1

σo Conductivité électrique
η Diffusivité magnétique η = 1/σo µo , à la surface solaire η > 103 m2 s−1

m Indice polytropique m = gd/RT , stratification adiabatique m = 3/2
zo Degré de stratification Fluide incompressible zo → +∞

Nombres caractéristiques sans dimension

Λ Gravité sans dimension Λ = gd3/κ2

R Nombre de Rayleigh R = gd4
∇s/νκ, à la surface solaire R = 1020

Re Nombre de Reynolds Re = d v/ν, à la surface solaire Re = 1010

Pr Nombre de Prandtl Pr = ν/κ, à la surface solaire Pr ' 10−9

Prm Nombre de Prandtl
magnétique

Prm = ν/η, à la surface solaire Prm < 10−3

ζ Rapport des Prandtl ζ = η/κ
Q Nombre de

Chandrasekhar
Q = B2d2/µo µη

Nu Nombre de Nusselt défini par l’équation (2.17)
M Nombre de Mach M = v/cs , à la surface solaire M ' 0.1 à 1
Ck Nombre de Mach

thermique
Ck =

√
γκ/d cs
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Turbulence

〈ε〉 Taux de dissipation
de l’énergie cinétique

〈ε〉 = ∑
i,j

〈
ν(∂ivj)

2
〉

〈N〉 Taux de dissipation
des fluctuations de θ

〈N〉 = ∑
i

〈
κ (∂iθ)2

〉

G Couplage par gravité En Boussinesq G = αg
LD Échelle de Kolmogorov LD =

(
ν3/ 〈ε〉

)1/4

LB Échelle de Bolgiano LB = 〈ε〉5/4 / 〈N〉3/4 G3/2

Dynamique à grande échelle

X Position
K Vecteur d’onde
T Temps
v, V Champs de vitesse
ψ Fonction de courant
Θ Phase V = V o exp [i Θ(X, T)]
Rij Tenseur de Reynolds Rij =

〈
vivj

〉

αijk Tenseur AKA
Nijlm, νijlm Viscosités turbulentes

Oscillations magnétiques

R Rayon stellaire Pour une roAp R = 1.5 R�
VA Vitesse d’Alfvén Pour une roAp VA ' 60 m s−1

η Rapport d’aspect Rayon interne / Rayon stellaire
E Viscosité E = ν/R VA , pour une roAp E = 10−13

Em Diffusivité magnétique Em = (σoµo R VA)−1,
pour une roAp Em = 10−8

Ym
`

Harmonique sphérique de
degré `, de nombre d’onde
azimuthal m

Rm
`

, Sm
`

, Tm
`

Vecteurs de la base harmonique
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Les grandes échelles de
la convection dans la
photosphère solaire

Problématique générale

Why these distinct scales would be present (and possibly a third intermediate scale mesogra-
nulation) is somewhat of a mystery.

T. L. Duvall, 188th AAS Meeting, 1996

La mise en service dans les années 1990 de télescopes dédiés à l’observation du
Soleil, comme SOHO ou TRACE, a en grande partie révolutionné les méthodes
d’étude de notre étoile. De la structure interne aux couches externes que sont
la photosphère ou la couronne, un ensemble considérable de nouveaux phéno-
mènes a pu être observé, l’exemple le plus marquant étant certainement la dé-
couverte de la tachocline solaire et « l’imagerie » de la rotation différentielle dans
la zone convective. Grâce notamment à l’amélioration continuelle des moyens
de calcul mis à la disposition de la communauté astrophysique, beaucoup de
problèmes de la physique solaire sont également aujourd’hui nettement mieux
compris. C’est par exemple le cas de la granulation ou de la dynamique des
taches solaires. Bien heureusement pour les scientifiques, de nombreux phéno-
mènes demeurent largement inexpliqués. On ne parlera pas ici du problème du
cycle d’activité de onze ans du Soleil ni de la génération des champs magnétiques
en son sein. Des conférences entières sont encore consacrées à ces questions, qui
demeurent parmi les plus difficiles de la physique solaire et stellaire. D’autres
problèmes aux dimensions a priori plus modestes sont susceptibles d’être résolus
dans la prochaine décennie. Cette thèse est consacrée en particulier à l’étude de
certains aspects du problème de la génération des écoulements de surface dans la
photosphère solaire à des échelles horizontales plus grandes que la granulation
solaire (1 000 km) dans le Soleil calme (c’est-à-dire loin des taches solaires, plages
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16 PROBLÉMATIQUE GÉNÉRALE

et autres facules). Il s’agit principalement de la mésogranulation (8 000 km) et de
la supergranulation (30 000 km).

Si la granulation solaire est connue depuis deux siècles, la découverte des
structures méso et supergranulaire est plutôt récente (le début des années 1980
pour la première et les années 1950 pour la seconde). Leur compréhension, quant
à elle, est encore très partielle mais, comme nous le verrons tout au long de cette
étude, il y a de bons espoirs pour qu’elle s’améliore notablement dans les années
à venir. Pour être synthétique, les problèmes essentiels relatifs à ces écoulements
sont les suivants :

– Qu’est-ce que la supergranulation ? Quelle est son origine ?

– La mésogranulation existe-t-elle ? Si oui, quelle est son origine ?

– Quelles sont les relations entre ces diverses échelles ? La mésogranulation
et la supergranulation sont-elles issues de mécanismes non-linéaires d’in-
teraction de la granulation solaire ?

– Ces écoulements s’étendent-ils en profondeur dans la zone convective ?

– Pourquoi les écoulements dans le Soleil calme nous semblent-ils particuliè-
rement structurés aux trois échelles distinctes que sont la granulation, la mé-
sogranulation, et la supergranulation, alors que les couches périphériques
de la zone convective sont de toute évidence extrêmement turbulentes et
devraient de ce fait générer un continuum monotone d’échelles ?

– Quel rôle ces écoulements jouent-ils dans la distribution et la géneration
des champs magnétiques dans le Soleil calme ? De quelle manière sont-ils
influencés par la présence du champ magnétique ?

Comme on peut l’imaginer, certaines de ces questions sont connectées de manière
assez forte. Si nous connaissions la réponse à l’une d’elles, nous progresserions
sensiblement dans la recherche d’une réponse à certaines autres.

On peut aborder ces problèmes sous trois angles différents : l’amélioration de
la précision et de la compréhension des observations, la théorie, et la simulation
numérique. Au cours de cette thèse, nous nous sommes principalement consa-
crés à ces deux derniers points. Bien évidemment, on ne saurait se lancer dans
des théories et des simulations sans avoir essayé de comprendre au préalable la
nature des phénomènes observés ainsi que les techniques (observationnelles ou
numériques) utilisées pour les étudier et les modéliser. C’est pourquoi nous pré-
sentons pour commencer ce manuscrit une description non exhaustive mais nous
l’espérons suffisamment détaillée de l’état actuel des connaissances observation-
nelles sur la convection et les champs magnétiques dans le Soleil calme, suivie par
une étude détaillée des efforts de modélisation réalisés au cours de ces trente der-
nières années (chapitre 1). Cette synthèse nous permettra de mieux comprendre
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la nature précise des problèmes rencontrés à l’heure actuelle dans l’étude de la
mésogranulation et de la supergranulation solaire et fournira des éléments de
justification aux différentes approches utilisées dans le cadre de cette thèse pour
tenter de les résoudre.

Dans le chapitre 2, nous décrivons ensuite les éléments essentiels du forma-
lisme mathématique utilisé au cours de ce travail pour décrire les mouvements
turbulents de fluides stratifiés en densité en présence de champ magnétique.

Une fois ces différentes tâches accomplies, nous détaillons trois approches
possibles du problème qui ont été suivies au cours de cette thèse. La première
consiste à élaborer une théorie linéaire idéalisée de la supergranulation ainsi que
de ses interactions avec le champ magnétique à la surface solaire (chapitre 3). Elle
tente en particulier de répondre aux questions suivantes : quel est le modèle li-
néaire le plus approprié pour décrire des mouvements à des échelles horizontales
aussi grandes que la supergranulation ? Quel sont les effets de la stratification en
densité et du champ magnétique (deux ingrédients essentiels de la physique des
atmosphères stellaires) sur les résultats d’une telle théorie ? Les ordres de gran-
deurs obtenus par l’intermédiaire de celle-ci sont-ils satisfaisants si on les com-
pare aux observations ? Quelles conclusions pouvons-nous tirer d’un tel modèle
pour la supergranulation ?

La deuxième approche est basée sur des simulations numériques directes de
turbulence hydrodynamique dans une atmosphère de grand rapport d’aspect
(très aplatie) et fortement stratifiée en densité (chapitre 4). De telles simulations
permettent de décrire la dynamique d’une vaste gamme d’échelles turbulentes
et offrent au fluide une liberté horizontale de mouvement importante. Elles sont
susceptibles de nous éclairer sur les mécanismes d’interactions entre ces diverses
échelles et sur leur origine physique. Il faut cependant toujours garder à l’esprit
que les simulations numériques de turbulence sont loin de permettre d’atteindre
les régimes d’écoulement du gaz dans la photosphère solaire, et que les résultats
de telles études doivent de ce fait être analysés avec précaution et les conclu-
sions rester fort prudentes. Nous tenterons donc d’identifier les ressemblances
entre nos simulations idéalisées et la convection photosphérique afin d’en tirer
des conclusions pour les problèmes de la mésogranulation et de la supergranula-
tion, mais aussi – et c’est un point extrêmement important – d’en comprendre les
limites. La configuration de la simulation numérique que nous présentons (avec
un rapport d’aspect A = 42.6) est unique à ce jour et notre expérience peut être
rattachée à des problèmes différents de celui de la convection photosphérique.
Nous présentons en particulier des résultats susceptibles d’être reliés à des ques-
tions actuellement discutées dans le milieu de la convection expérimentale. Le
développement du code de simulations magnétohydrodynamiques (MHD) pour
les milieux compressibles utilisé pour cette étude, qui a constitué une part impor-
tante de ce travail, est présenté dans l’annexe A.

Nous présentons enfin un travail encore préliminaire visant à mieux formali-
ser les interactions entre l’échelle caractéristique d’un écoulement (par exemple
la granulation) et une échelle beaucoup plus grande (la supergranulation) : l’hy-
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pothèse de séparation d’échelles est largement utilisée en MHD et en hydrody-
namique pure et permet de procéder à des développements asymptotiques inté-
ressants (théories de champ moyen) visant à décrire la stabilité et l’évolution de
structures à grande échelle. En MHD, il s’agit par exemple de l’effet α. En hy-
drodynamique, il s’agit de l’effet AKA et de la théorie de la viscosité turbulente
(chapitre 5). Notons que cette approche s’inscrit dans le cadre plus général de la
compréhension et de la paramétrisation des mécanismes de transport turbulent
dans les zones convectives stellaires, et que la modélisation de ces mécanismes
représente un des défis actuels importants pour des disciplines comme l’astéro-
sismologie, la structure et l’évolution stellaires.

L’organisation logique suivante a été adoptée dans le manuscrit : les motiva-
tions des différentes approches utilisées sont systématiquement détaillées au dé-
but des chapitres correspondants, tandis que les conclusions propres à chacune
de ces approches sont données en fin de chapitre. Nous concluons le manuscrit
par une discussion globale sur le travail effectué au cours de cette thèse et sur
les conséquences des résultats obtenus pour la compréhension de la mésogranu-
lation, de la supergranulation, et plus généralement de la convection turbulente
aux grandes échelles.

Pour terminer, mentionnons que l’annexe B du manuscrit est consacré à la
présentation d’une étude des oscillations alfvéniques d’une coquille sphérique de
plasma incompressible baignée par un champ magnétique. Ce deuxième projet de
recherche a été mené tout au long de ces trois ans en parallèle du sujet principal
et trouve sa motivation dans l’astérosismologie des étoiles magnétiques de type
roAp. Il ne présente de fait pas de relation directe avec le thème principal de cette
thèse, ce qui justifie son report en annexe.
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Observations et modèles
de la photosphère solaire

When this work started, we hoped to write the definitive life history of a typical granule. We
now know that this is not possible.

A. M. Title et al., The Astrophysical Journal, 1989

1.1 Introduction

Le seul exemple observationnel de convection dans un système astrophysique
nous est donné par la surface solaire. Les télescopes solaires nous révèlent en
effet au premier coup d’œil le motif de la granulation, qui pave la surface de
notre étoile. Au-delà de la granulation, un vaste ensemble de processus magné-
tohydrodynamiques plus ou moins reliés à la convection forment un continuum
d’échelles spatiales et temporelles. Les mesures photométriques, vélocimétriques,
mais aussi magnétiques, réalisées depuis plus d’un siècle en attestent. Des plus
petites échelles résolues observationnellement aux plus grandes, on peut citer
la mésogranulation, la supergranulation, les cellules géantes. Les taches solaires
offrent quant à elles un exemple excitant de la diversité des échelles de temps :
leur durée de vie peut être importante, et elles présentent des oscillations à courte
période.

Dans ce chapitre, nous nous proposons de présenter une partie des très nom-
breux résultats relatifs à ces phénomènes (la plupart d’entre eux ont été obtenus
dans la deuxième moitié du XXe siècle) et de les analyser dans une perspective
de dynamique des fluides. L’objectif est d’obtenir un état des lieux de ces phéno-
mènes astrophysiques fondamentalement complexes, pour lesquels les principes
de simplicité s’appliquent malheureusement fort difficilement.

Pour parvenir à nos fins, nous suivrons deux directions : d’une part, les ob-
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20 OBSERVATIONS ET MODÈLES DE LA PHOTOSPHÈRE SOLAIRE

servations de la dynamique photosphérique, riches et variées en contenu, pas
toujours conciliables. D’autre part, les simulations numériques, en plein essor,
mais malheureusement toujours limitées à des régimes de paramètres hydrody-
namiques astrophysiquement irréalistes. Nous verrons malgré tout à cette occa-
sion les perspectives que l’outil numérique a ouvertes au cours des dernières an-
nées.

Avant toute chose, il nous semble indispensable de donner une image géné-
rale de l’unité de lieu de ce manuscrit, à savoir la zone convective solaire. Les
paragraphes suivants sont consacrés à un compte-rendu des observations puis
des simulations qui ont contribué à la construction de cette image. Une synthèse
des différents renseignements obtenus par la littérature est entreprise en fin de
chapitre.

1.2 Phénoménologie de la zone convective du Soleil

1.2.a Convection en profondeur

À l’intérieur du Soleil, le transport de l’énergie libérée au centre par les pro-
cessus nucléaires est assuré par radiation. La zone radiative s’arrête à une profon-
deur d’environ 200 000 km (0.713 R�), qui marque le début de la zone convective1

(Christensen-Dalsgaard et al. 1991, Basu et Antia 1997). En-deçà de cette profon-
deur, les recombinaisons successives de He++, de He+ et de l’hydrogène ionisé
font augmenter l’opacité du milieu et l’énergie latente du gaz. Le transport radia-
tif cède alors progressivement sa place à la convection au fur et à mesure qu’on
se rapproche de la surface.

Remarque
Le coefficient de diffusion radiative augmente considérablement

dans un milieu complètement ionisé. Dans l’approximation de diffu-
sion, le flux radiatif est donné par

Fν = −κν∇T , (1.1)

avec κν ∼ T3/Kν où Kν est l’opacité (en général l’opacité est notée κ
mais cette notation est souvent utilisée en convection pour le coeffi-
cient de diffusion thermique). Dans un gaz ionisé, l’opacité est régie
par des transitions libre-libre (opacité de Kramers) et est alors pro-
portionnelle à T−3.5. Pour un gradient de température donné, le flux
radiatif varie alors comme T6.5 (Kippenhahn et Weigert 1994), et di-
minue donc vers l’extérieur de l’étoile.

1Une telle précision n’a été atteinte que très récemment grâce à l’avènement de l’héliosismo-
logie, qui a également permis de déterminer le profil de rotation différentielle au sein de la zone
convective (Kosovichev et al. 1997).
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La recombinaison des ions abaisse significativement le gradient adiabatique
et favorise le développement de l’instabilité convective au sens du critère de
Schwarzschild (∇ > ∇ad). On estime d’autre part à 1023 le nombre de Rayleigh
dans la zone convective (rapport entre l’intensité de la force d’Archimède, le mo-
teur de la convection, et la diffusion de quantité de mouvement et de chaleur,
les freins), ce qui signifie que la convection est extrêmement efficace et génère
un profil thermodynamique vertical quasi-isentropique, correspondant à un gra-
dient de température très proche du gradient adiabatique. Le temps de parcours
d’une bulle de gaz chaude depuis la base de la zone convective jusqu’à la surface
est de l’ordre du mois (voir par exemple Brandenburg et al. 2000).

1.2.b Convection photosphérique
Contrairement aux profondeurs de la zone convective, la photosphère (« l’ex-

térieur immédiat » du Soleil) est par définition un milieu optiquement transpa-
rent dans lequel le transport de l’énergie s’effectue grâce à la lumière. On observe
donc une transition au niveau de cette surface entre le régime convectif et le ré-
gime radiatif. Ceci se traduit par le spectaculaire effet de la granulation solaire (fi-
gure 1.1) : la radiation refroidit brutalement le gaz chaud et montant dans la zone
convective et donne ainsi une vigueur très importante à la convection, qui se ma-
nifeste sous la forme d’un ensemble de cellules au centre desquelles le gaz chaud
et brillant monte, puis s’étend horizontalement, avant de redescendre, après re-
froidissement, de manière très turbulente dans les zones sombres dites intergra-
nulaires (intergranular lanes). La diffusion radiative à la surface est le principal
obstacle à la convection, dans le sens où la photosphère supérieure est un milieu
stablement stratifié, mais c’est aussi un moteur, puisque le refroidissement rend
la convection très active à la surface.

À la granulation se superposent la supergranulation (figure 1.2), à laquelle on
attribue habituellement une échelle horizontale de l’ordre de 30 000 km et (peut-
être) la mésogranulation (figure 1.3), qui aurait une échelle intermédiaire entre
granulation et supergranulation. Ces deux structures sont entre autres respon-
sables de l’advection du motif de la granulation. Finalement, il est possible que
des écoulements à plus grande échelle encore existent, comme par exemple les
cellules géantes (résultats observationnels marginaux).

1.3 Une (brève) histoire de l’observation de la
dynamique photosphérique

Dans ce paragraphe, nous proposons un panorama des observations de la
surface solaire, et tout particulièrement des structures comme la granulation, la
mésogranulation, la supergranulation ainsi que des structures magnétiques asso-
ciées. Pour commencer nous donnons une description sommaire des différentes



22 OBSERVATIONS ET MODÈLES DE LA PHOTOSPHÈRE SOLAIRE

FIG. 1.1 – Cliché de la granulation solaire telle qu’elle apparaît en lumière visible,
mettant en évidence des zones sombres et étroites correspondant au gaz froid
descendant et des panaches clairs et chauds montants. L’échelle caractéristique
des granules est de l’ordre de 1 000 km (paragraphe 1.3.b). Image réalisée avec le
réflecteur de 48 cm de la coupole tourelle du Pic du Midi.

méthodes utilisées et des informations physiques auxquelles elles permettent de
remonter.

1.3.a Méthodes d’observation et d’analyse

Photométrie

Les images en lumière blanche ou dans l’infrarouge constituent la plus an-
cienne technique d’observation de la surface solaire. Elles permettent d’étudier
des structures thermiques et vélocimétriques. Le suivi (tracking) des structures ap-
parentes (comme les granules) par corrélation d’images successives permet alors
de calculer les champs de vitesse horizontaux responsables de l’advection de ces
structures. On peut citer dans ces méthodes la LCT (Local Correlation Tracking) et
la CST (Coherent Structure Tracking). Les avantages et inconvénients de ces diffé-
rentes méthodes sont détaillés dans Roudier et al. (1999), Rieutord et al. (2000).

Dopplergrammes

Les dopplergrammes permettent uniquement d’obtenir des informations sur
les champs de vitesse, puisque par définition, le signal qu’ils renvoient est di-
rectement proportionnel au champ de vitesse suivant la ligne de visée. Ils ont
entre autres permis de découvrir la supergranulation (Hart 1954). L’instrument
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FIG. 1.2 – Visualisation du motif de la supergranulation solaire à partir d’un dop-
plergramme obtenu par l’instrument MDI sur le satellite SOHO, mettant en évi-
dence une circulation de gaz à l’échelle de 30 000 km (paragraphe 1.3.c), respon-
sable de l’advection des granules solaires.

MDI (Scherrer et al. 1995) à bord de SOHO a notamment permis ces dernières an-
nées d’obtenir des informations détaillées sur la structure des champs de vitesse
par cette technique. La LCT est couramment utilisée pour analyser des doppler-
grammes, mais de nouvelles méthodes d’héliosismologie locale comme l’ analyse
« temps-distance » (Duvall et al. 1997) ont vu le jour avec SOHO. L’analyse temps-
distance permet entre autres de déterminer des champs de vitesses moyens à la
surface en calculant la différence de temps de parcours entre deux points pour
deux ondes sonores se propageant en sens opposé.

Magnétogrammes et spectrohéliogrammes associés

En parallèle des observations photométriques et vélocimétriques se situent
les observations des structures magnétiques. Plusieurs approches sont utilisées.
Celles basées sur la polarisation associée à l’effet Zeeman (par exemple sur la
raie FeI à 525 nm) donnent la composante suivant la ligne de visée des champs
d’intensité importante (de l’ordre de quelques dizaines de Gauss au minimum).
Des spectrohéliogrammes utilisant la signature des ions Ca+K (λ = 393.3 nm)
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FIG. 1.3 – Carte de divergence horizontale du champ de vitesse moyenné sur
plusieurs dizaines de minutes, obtenue par November et Simon (1988) par local
correlation tracking. L’échelle caractéristique des motifs obtenus est de l’ordre de
8 000 km, ce qui correspond à la mésogranulation (voir paragraphe 1.3.d).

piégés par le champ magnétique quelques milliers de kilomètres au-dessus de
la photosphère permettent de leur côté de remonter à la distribution spatiale de
champs magnétiques (voir par exemple Schrijver et al. (1997)). À partir de cartes
de ces structures magnétiques, il est également possible d’utiliser les techniques
de corrélation évoquées plus haut (voir par exemple Lisle et al. 2000).

1.3.b Données relatives à la granulation

On connaît depuis longtemps la taille caractéristique des granules. Histori-
quement, c’est W. Herschel, en 1801, qui le premier donna une description du
phénomène qu’il présenta comme un ensemble de « grains de riz ». Janssen (1896)
estima la taille de ces grains entre 750 et 1 500 km. Chevalier (1908) donna ensuite
une valeur remarquable pour la durée de vie des granules de cinq minutes (un
historique intéressant de l’évolution des mesures de la granulation est présenté
dans Spruit et al. (1990)). Les observations vélocimétriques et photométriques de
la deuxième moitié du XXe siècle, plus fiables, n’ont pas contredit ces résultats,
bien au contraire (voir par exemple Bray et al. 1984). Le groupe de Princeton a
évalué la durée de vie moyenne à 8 minutes (Bahng et Schwarzschild 1961) et
dans une revue sur le phénomène, Leighton (1963) a conclu à des cellules de taille
2 000 km, avec des bords sombres de l’ordre de 300 km, mettant en évidence l’asy-
métrie entre les écoulements montant et descendant.

Il serait possible de donner des centaines de références d’observations sur la
granulation, tant ce phénomène a été étudié. Dans ce domaine (et contrairement
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au cas des phénomènes qui seront décrits plus loin), les différents observateurs
s’accordent plutôt bien. Nous nous contenterons donc de citer une dernière étude
assez récente, celle de Title et al. (1989). Leurs observations aboutissent à des vi-
tesses granulaires entre 0.5 et 1.4 km s−1, à des tailles de 1 000 km, et à des durées
de vie de 10 minutes.

Remarquons au passage qu’il existe une dispersion importante dans les dif-
férentes mesures, qui nous montre de toute évidence le rôle fondamental de la
turbulence dans ce milieu.

1.3.c La dynamique de la supergranulation
Observations historiques

Après que la granulation eut été identifiée comme un processus convectif dis-
tinct, l’augmentation dans la précision des mesures permit de mettre en évidence
de nouveaux phénomènes à la surface2. Hart (1954) fut la première à mettre en
évidence ce qui est désormais connu sous le nom de supergranulation. Par des
techniques de corrélation de mesures Doppler, elle donna une taille caractéris-
tique pour les supergranules de 75 000 km, avec des vitesses horizontales de
l’ordre de 170 m s−1. Dans Hart (1956), une valeur plus précise de 26 000 km fut
proposée, mais l’auteur insista sur la grande dispersion autour de cette valeur.
Sa découverte fut alors étudiée par Leighton et al. (1962) puis Simon et Leighton
(1964) qui confirmèrent les résultats et donnèrent des valeurs de 32 000 km et une
vitesse horizontale de 300 m s−1. Leur analyse se basait à la fois sur la corréla-
tion de dopplergrammes, sur l’analyse de la répartition des champs magnétiques
dans le Soleil calme, et sur l’observation du réseau chromosphérique Ca+K. La
conclusion de ces articles fondateurs est la remarquable coïncidence entre ces dif-
férents phénomènes. En outre, ces auteurs affirmèrent que la supergranulation
pavait complètement la surface du Soleil, et soulignèrent que le motif vélocimé-
trique était principalement horizontal (cette observation est renforcée par le fait
que le signal issu des dopplergrammes devient insignifiant à proximité du centre
du disque solaire (visible sur figure 1.2), là où le décalage spectral est principale-
ment dû à la vitesse verticale).

Dans les années 1970, magnétogrammes et vélocimétrie furent utilisés de ma-
nière complémentaire pour déterminer les propriétés de la supergranulation. Ci-
tons les travaux de Worden et Simon (1976) qui proposèrent une durée de vie
(basée sur des corrélations d’images Doppler) proche de 36 heures et détermi-
nèrent des champs de vitesse verticaux seulement en bordure des supergranules,
tout comme Frazier (1970).

Comme le souligna Worden (1975b), il n’existe quasiment pas de traces pho-
tométriques de la supergranulation. Diverses tentatives durant cette période n’a-
boutirent pas de manière convaincante : les contrastes de lumière entre périphé-

2Même si elles ne concernent pas directement ce travail, on peut donner l’exemple des oscil-
lations sonores de cinq minutes du Soleil, si bien connues aujourd’hui. Cette découverte a été
publiée par Leighton et al. (1962).
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rie et centre des supergranules ne semblent pas dépasser 5 % (Worden 1975a), du
moins dans l’infrarouge, alors que des variations d’intensité r.m.s. propres à la
granulation de l’ordre de 20 % ont été observées par l’instrument SOUP (Spruit
et al. 1990).

Histoire contemporaine

Notre connaissance des propriétés de la supergranulation (et des échelles su-
périeures à celle de la granulation en général) a considérablement évolué au cours
des vingt dernières années. Dans les années 1980, des techniques de suivi des gra-
nules (November 1986) ont vu le jour, qui permettent de déterminer le champ de
vitesse responsable de l’advection des granules3. Enfin, les récentes observations
de l’instrument MDI ont apporté leur lot de nouvelles interrogations sur l’origine
physique du phénomène.

Wang et Zirin (1989) ont montré que la durée de vie d’un supergranule était
fortement dépendante de la méthode utilisée pour la calculer. Dans cet article,
une détermination basée sur le suivi de structures magnétiques aboutit à une di-
zaine d’heures, le temps de corrélation issu des dopplergrammes à 20 heures,
tandis que les comptages directs de supergranules s’accordent plutôt sur deux
jours. En outre, une borne supérieure sur la vitesse verticale du plasma dans les
supergranules de 0.1 km s−1 est avancée, tandis que la taille caractéristique de
ces structures y est estimée à 31 000 km, avec des champs de vitesse horizon-
taux compris entre 0.3 et 0.5 km s−1 (Title et al. (1989) ont donné une valeur de
370 km s−1). Hagenaar et al. (1997) ont obtenu la même taille par des mesures
de corrélation mais ont trouvé un diamètre plus proche de 16 000 km grâce à des
observations du réseau chromosphérique, confirmant encore la dépendance entre
le résultat obtenu et la méthode utilisée. Notons que cette disparité des résultats,
que l’on retrouve d’un auteur à l’autre, est en partie responsable de notre mau-
vaise compréhension du phénomène, puisqu’ils ne permettent pas d’infirmer ou
de confirmer les différentes théories.

De leur côté, Hathaway et al. (2000, 2002), en calculant le spectre de puissance
en harmoniques sphériques des dopplergrammes (figure 1.5) de MDI, ont mis en
évidence l’existence de deux pics d’énergie cinétique, un à l’échelle de la granula-
tion (` > 1 000) et un autre à l’échelle de la supergranulation (` = 120, 30 000 km).
Hathaway et al. (2002) ont par ailleurs donné une nouvelle estimation des vi-
tesses verticales associées aux supergranules de 30 m s−1, contre 300 m s−1 pour
le champ de vitesse horizontal.

DeRosa et al. (2000) et DeRosa (2001), en utilisant une méthode d’identifica-
tion directe des supergranules basée sur la mesure de la divergence du champ
de vitesse, ont obtenu de nouveaux résultats. Ils soulignent une nouvelle fois que
les supergranules sont avant tout des structures vélocimétriques, et proposent un
temps de vie de 20 heures en moyenne, avec des structures persistantes à des

3Ces techniques, par rapport aux dopplergrammes, permettent de reconstruire les champs de
vitesse horizontaux même au centre du disque solaire.
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temps de 36 heures. Mais, de manière similaire à Hagenaar et al. (1997), le résul-
tat semble dépendre de l’algorithme de réduction utilisé. Selon eux, des diamètres
supergranulaires de 13 000 à 18 000 km peuvent également être obtenus, avec des
temps de vie associés de 16 heures. Shine et al. (2000) ont confirmé grâce à MDI
la persistance de supergranules à des temps supérieurs à 45 heures.

En parallèle de ces recherches, les techniques d’héliosismologie locale ont fait
leur apparition dans les annés 1990. Duvall et Gizon (2000) ont montré en parti-
culier grâce à l’analyse temps-distance de modes f (modes de gravité de surface)
que la distribution méridienne de vorticité associée aux échelles supergranulaires
(` = 120) était clairement influencée par la force de Coriolis. La problématique de
l’interaction entre rotation et supergranulation avait déjà été évoquée par Snod-
grass et Ulrich (1990) qui avaient trouvé que le motif supergranulaire tournait
environ 2 % plus vite que le réseau magnétique qui est structuré à des échelles si-
milaires (voir paragraphe 1.3.e), ce qu’ont confirmé Duvall et Gizon (2000). Enfin
Gizon et al. (2003) ont mis récemment en évidence une composante ondulatoire
dans le champ de vitesse de la supergranulation, avec un excès de puissance dans
la direction prograde, expliquant ainsi le taux de rotation anormalement élevé de
la supergranulation. La période de cette onde serait d’environ sept jours, bien
plus longue que la durée de vie du supergranule en lui-même. Ils ont alors en-
visagé que la supergranulation soit une manifestion de la convection oscillante,
caractéristique des systèmes affectés par un champ magnétique ou par la rotation,
bien que la taille caractéristique et la durée de vie caractéristique des supergra-
nules, elle, ne semble pas influencée par la rotation (Beck 1997). Le résultat de
Gizon et al. (2003) a cependant été remis en cause très récemment par Rast et al.
(2004), qui proposent une explication alternative à un phénomène ondulatoire.
Finalement, comme le montre la figure 1.4, l’héliosismologie locale semble mon-
trer que la supergranulation n’est pas observable à des profondeurs supérieures
à 2 000 km (Duvall et al. 1997) et serait donc essentiellement un écoulement de
surface.

1.3.d Le problème de la mésogranulation

Avant de refermer cet historique des mesures vélocimétriques, remontons lé-
gèrement le temps pour revenir au début des années 1980. La polémique scienti-
fique qui est née à cette époque à propos de la mésogranulation solaire (et qui est
toujours d’actualité) est en effet un réservoir potentiel de renseignements suscep-
tibles de nous aider à mieux appréhender ces différents phénomènes.

November et al. (1981), grâce à la technique d’autocorrélation d’images Dop-
pler, ont mis en évidence un nouveau phénomène dynamique dans la photo-
sphère, la mésogranulation, avec une échelle horizontale de 8 000 km environ, qui
semblait faire le lien entre la granulation et la supergranulation, et consacrait les
théories convectives de la supergranulation (cf. paragraphe 1.5.b). De nouvelles
mesures ont ensuite été effectuées à partir des données de l’instrument SOUP sur
Spacelab 2, en utilisant la technique de tracking, qui ont renforcé cette découverte
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FIG. 1.4 – Perturbations de température et écoulement à l’échelle supergranu-
laire dérivés en utilisant la méthode temps-distance. Le motif de la supergranula-
tion est visible principalement dans les 2 000 premiers kilomèttres sous la surface
(image tirée de Stix (2002), travail publié initialement par Duvall et al. (1997)).

(November et Simon 1988, Title et al. 1989). Une séquence de trois heures réalisée
au Pic du Midi et analysée par Muller et al. (1992) a donné une durée de vie de
l’ordre de trois heures pour ces structures qui semblent advectées par le champ
de vitesse supergranulaire. Des modèles cinématiques ont été proposés par Si-
mon et Weiss (1989), Simon et al. (1991) pour explorer les relations entre les gra-
nules dits explosifs (granules d’intensité anormale) et la mésogranulation. Cette
approche a alors montré que les mésogranules ne pouvaient pas émerger d’une
assemblée décorrélée de granules explosifs, mais qu’en revanche, une succession
d’explosions corrélées permettait en partie de reconstruire le champ de vitesse
« mésogranulaire » (là encore, soulignons la forte relation avec l’image classique
de la turbulence). Par la suite, November (1994) a affirmé que la mésogranula-
tion correspondait en fait au champ de vitesse vertical de la supergranulation. De
son côté, Wang (1989) a avancé que le spectre de puissance ne présentait pas de
maximum à une telle échelle. Chou et al. (1991) ont présenté des résultats simi-
laires, avant d’affirmer qu’un pic était bel et bien présent sur des données avec
un meilleur seeing (Chou et al. 1992).

Comme nous l’avons évoqué plus haut, les spectres de puissance de la sur-
face solaire réalisés par Hathaway et al. (2000) à partir des images de MDI, ont
mis en évidence une continuité dans les échelles dynamiques. En particulier, la fi-
gure 1.5 tirée de Hathaway et al. (2000), n’exhibe pas de pic d’énergie cinétique à
l’échelle de la mésogranulation. Un modèle simple à deux composantes (granules
et supergranules) présenté dans cet article permet d’autre part de reproduire le
spectre observé. Straus et Bonaccini (1997) ont également étayé par des analyses
spectrales ce qu’on pourrait appeler la « théorie du continuum » (i. e. la mésogra-
nulation en tant qu’extension turbulente de la granulation), puis Roudier et al.
(1999), Rieutord et al. (2000) ont suggéré que le phénomène de la mésogranula-
tion était en fait un artefact de la méthode de tracking utilisée, ce qu’ont contesté
partiellement Shine et al. (2000). En utilisant la LCT sur un grand champ filmé
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pendant 45 heures par MDI, ils ont trouvé que des mésogranules de taille com-
prise entre 4 000 et 7 000 km étaient advectés à des vitesses proches de 700 m s−1.
Leur durée de vie serait alors de 3 à 6 heures. Lawrence et al. (2001) ont tenté d’uti-
liser une nouvelle technique par analyse en ondelettes des images de MDI et ont
trouvé deux pics d’énergie à des échelles granulaires (2 000 km) et mésogranu-
laires (4 000 km) similaires à celles obtenues par les techniques de tracking, ainsi
qu’une composante vélocimétrique turbulente « non cellulaire » plus conforme
aux spectres de puissance calculés et aux arguments de Rieutord et al. (2000). Se-
lon Lawrence et al. (2001), les techniques spectrales ne sont pas adéquates pour
identifier la mésogranulation car elles ne prennent pas en compte la « forme » des
structures observées, un argument déjà évoqué par Nordlund et al. (1997) dans
un autre contexte.

Enfin, une analyse récente de Roudier et al. (2003) a mis en évidence que les
mésogranules semblaient en réalité être la manifestion de la corrélation tempo-
relle de granules explosifs (trees of fragmenting granules) de divergence plus puis-
sante que la moyenne des granules. Faut-il alors parler d’échelles privilégiées
dans le spectre ? Les tenants de la thèse de la turbulence et ceux de la thèse des
échelles discrètes semblent aujourd’hui se diriger vers un compromis bien illustré
par les résultats de Lawrence et al. (2001).

FIG. 1.5 – Spectre de puissance de la convection solaire réalisé à partir de mesures
Doppler (Hathaway et al. 2000). Le motif principal centré sur ` = 1 500 est dû à
la granulation. Le pic secondaire à ` = 120 correspond quant à lui à la supergra-
nulation.

1.3.e Magnétisme et dynamique dans la photosphère

Moins polémique que la mésogranulation mais tout aussi intéressant est le
problème de la distribution des champs magnétiques dans la photosphère. Nous
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allons ici tenter de décrire les relations observées entre structures magnétiques
et dynamique photosphérique, déjà évoquées dans les paragraphes précédents
pour déterminer la taille des supergranules. De telles informations peuvent en
effet nous éclairer sur le rôle du champ magnétique dans la structuration de la
dynamique, en particulier aux grandes échelles. Les deux points qu’il nous paraît
important de souligner dans ce paragraphe sont les suivants : l’étude des champs
qui composent le réseau magnétique et la mesure des champs dits intra-réseau.

La découverte du réseau chromosphérique Ca+K (spectrohéliogrammes) date
de Deslandres (1899). Leighton et al. (1962), Simon et Leighton (1964), en menant
une étude comparée entre magnétogrammes, spectrohéliogrammes et doppler-
grammes, ont mis en évidence une forte relation entre ce réseau, la distribution
des champs magnétiques, et leur supergranulation. Les observateurs étudient at-
tentivement les similarités entre ces structures, mais aussi leurs différences. Si les
relations entre réseau magnétique et réseau chromosphérique semblent bien éta-
blies (ce qui fait qu’on les utilise tous deux de manière complémentaire comme
traceurs de la supergranulation), les interactions entre le champ magnétique et la
supergranulation elle-même sont certainement complexes.

Le réseau magnétique est un ensemble de points « brillants », identifiés comme
des tubes de flux de plusieurs centaines de Gauss (Zwaan 1987, Martin 1988, So-
lanki 1993), qui se regroupent principalement en périphérie des supergranules
(Simon et al. 1988), dans les zones d’écoulement descendant. L’hypothèse émise
par Simon et Leighton (1964) selon laquelle les champs sont passifs au niveau de
la dynamique permet de rendre compte en première approximation des observa-
tions. Cependant, plusieurs auteurs ont également insisté sur le comportement
non cinématique de ces champs et sur leurs effets coercitifs à l’échelle des super-
granules (Zwaan 1987, November et Simon 1988).

Certaines différences sont visibles entre supergranulation et réseau magné-
tique, en particulier l’écart de 2 % entre les taux de rotation de ces deux structures.
Il faut souligner aussi que le réseau magnétique ne permet pas de « dessiner »
complètement la périphérie des supergranules, se concentrant préférentiellement
dans les vertex intenses. Enfin, les mesures de durée de vie et de taille de super-
granules dérivées à partir de magnétogrammes ou du réseau chromosphérique
(voir plus haut Wang et Zirin (1989), Schrijver et al. (1997), Hagenaar et al. (1997))
ne sont pas complètement compatibles avec celles basées sur les observations
vélocimétriques, puisqu’elles semblent donner des valeurs plus petites pour ces
deux observables.

Lisle et al. (2000) ont cependant montré en utilisant MDI que les techniques
de tracking pouvaient être adaptées aux éléments du réseau magnétique, alors
qu’elles étaient principalement utilisées au préalable sur des structures véloci-
métriques de type granule/mésogranule. Leurs résultats sont en très bon accord
avec les résultats de tracking traditionnel, avec des vitesses horizontales pour les
points du réseau de 350 m s−1. Krijger et Roudier (2003) ont obtenu des résultats
similaires avec les données du satellite TRACE, mettant en évidence la formation
du réseau par l’intermédiaire de l’écoulement dans les supergranules.
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Les champs intra-réseau peuplent l’intérieur des supergranules. Leur inten-
sité, faible, est difficile à mesurer par effet Zeeman, puisque la séparation des raies
n’est pas assurée pour les champs faibles. Ils ont été découverts par Livingston
et Harvey (1975). Des valeurs caractéristiques pour ces champs sont de l’ordre de
quelques dizaines de Gauss (Martin 1988, Keller et al. 1994, Lin 1995). Leur struc-
ture spatiale consiste de polarités mixtes réparties avec un échelle caractéristique
de quelques milliers de kilomètres. Enfin, très récemment, les travaux de Domín-
guez Cerdeña (2003), Roudier et Muller (2004) et des observations réalisées sur
le télescope solaire de La Palma ont mis en évidence une distribution de champs
magnétiques à des échelles mésogranulaire et même granulaire.

Ce rapide tour d’horizon des propriétés magnétiques de la dynamique pho-
tosphérique conclut notre étude des observations de la surface du Soleil. Dans le
paragraphe qui suit, nous tentons de faire le point sur les simulations numériques
réalisées au cours des trente dernières années en complément de ces observations.

1.4 Expériences numériques sur la convection
turbulente

En dépit des limitations techniques évidentes de l’outil informatique, l’en-
semble des études numériques a tout de même permis d’améliorer considéra-
blement notre compréhension de la convection solaire. Avant de nous intéres-
ser aux expériences à grand rapport d’aspect4 directement reliées à ce travail de
thèse, nous effectuons une relevé des connaissances acquises sur la physique de
la convection en milieu fortement stratifié par l’intermédiaire de simulations à
rapport d’aspect petit ou modéré. Un tel exercice est à la fois nécessaire pour ob-
tenir l’état de l’art dans ce domaine et utile pour le développement « concret »
d’un code de simulations comme celui présenté en annexe A.

1.4.a Les pionniers

Les premières simulations numériques de mécanique des fluides (et plus par-
ticulièrement de convection, champ auquel nous nous limiterons ici), ont vu le
jour dans les années 1970, et elles ont rapidement commencé à être utilisées dans
le cadre astrophysique. Graham (1975), Graham et Moore (1978) ont été les pre-
miers à effectuer des simulations bidimensionnelles de convection en milieu stra-
tifié (leur code a par la suite été réutilisé et développé par d’autres chercheurs).
Ils ont montré que les rouleaux de convection dans un tel milieu présentaient une
asymétrie haut-bas, avec en particulier un décalage du centre des rouleaux vers
le bas de l’atmosphère. Le nombre de Rayleigh était dix fois supercritique dans

4on définit le rapport d’aspect d’une simulation comme étant le rapport entre les dimensions
horizontale et verticale du domaine étudié.
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leurs expériences. Massaguer et Zahn (1980) puis Toomre et al. (1982) ont ensuite
tenté une résolution numérique d’un modèle d’atmosphère anélastique tronqué
à deux ou trois modes horizontaux, avec un certain succès, puisqu’ils ont mis
en évidence le phénomène d’inversion de densité (en anglais, buoyancy braking).
Mentionnons également les simulations 2D de Chan et al. (1982) assez similaires
à celles de Graham (1975).

Les travaux cités ci-dessus ne permettaient pas d’obtenir des modèles « réa-
listes » de convection turbulente, en raison des régimes de paramètres explorés.
En effet, que conclure d’une simulation avec un nombre de Rayleigh dix fois cri-
tique, ou d’un modèle à trois modes, lorsqu’on regarde la richesse d’un spectre
réel de turbulence ?

Deux voies ont alors été explorées : la première, principalement suivie par
le groupe de Nordlund à Copenhague, s’est attachée à pousser le réalisme des
ingrédients physiques au maximum. La seconde, dans l’esprit des simulations
de Graham (1975), s’est limitée à des modèles d’atmosphère simplifiés (principa-
lement des polytropes) avec des conditions aux limites idéalisées. C’est la voie
choisie par les groupes américains de Chicago et Boulder, et par le groupe de
Cambridge. Le tableau 1.1 donne une liste représentative des efforts engagés par
la communauté astrophysique dans la modélisation numérique de la convection.

1.4.b Propriétés des modèles détaillés de la granulation

Certaines simulations prennent aujourd’hui en compte transfert de rayonne-
ment, ionisation, équations d’état réalistes, lois de comportement fluides non tri-
viales, ainsi que des conditions aux limites pertinentes (parois ouvertes, refroi-
dissement radiatif, etc.). Une première approche 3D (32 × 32 × 32) a été réalisée
par Nordlund (1982), prolongée par Stein et Nordlund (1989) avec une résolution
double, sur une zone convective de rapport d’aspect 2.5. Ils ont observé que le
motif de la granulation apparaissait avant tout à la surface où un refroidissement
radiatif important était imposé, alors que l’explication classique considérait ces
cellules comme des modes de convection similaires aux hexagones de Rayleigh-
Benard. En profondeur, leurs panaches convectifs se collent entre eux pour don-
ner naissance à des structures de taille croissante. Cette observation est à noter
dans le contexte de la génération des grandes échelles de la turbulence.

Plus récemment, Stein et Nordlund (1998) ont confirmé ces résultats sur des
résolutions bien plus importantes (cf. tableau 1.1). Dans cet article, de nombreux
profils thermodynamiques illustrant très nettement la suradiabaticité de la cou-
che de surface mettent en évidence la granulation comme un phénomène super-
ficiel principalement relié au refroidissement radiatif, alors que les couches pro-
fondes fortement mélangées présentent un profil quasi-isentropique. Leurs ré-
sultats soulignent l’influence de la stratification sur l’extension horizontale des
granules et la vitesse du fluide dans les granules (l’échelle de hauteur de densité
est de l’ordre de 150 km immédiatement sous la surface, et l’extension horizontale
des granules vaut environ 1 000 km).
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Groupe Type de simulation Résolution A
Chan et al. (1982) Polytrope (LES) 2D 52 × 72 2
Hurlburt et al. (1984) Polytrope 2D 41 × 161 6
Stein et Nordlund (1989) Atmosphère détaillée (LES) 3D 63 × 63 × 63 2.5
Chan et Sofia (1989) Polytrope (LES) 3D 46 × 28 × 28 1.5
Cattaneo et al. (1990) Polytrope 2D 128 × 512 4
Malagoli et al. (1990) Polytrope (PPM) 3D 56 × 96 × 96 4
Cattaneo et al. (1991) Polytrope 3D 96 × 96 × 96 6
Porter et Woodward (1994) Polytrope (PPM) 2D 256 × 1 024 4
Matthews et al. (1995) Polytrope avec B 3D 25 × 16 × 16 2
Chan et Sofia (1996) Polytrope (LES) 3D 100 × 137 × 137 1.5
Brummell et al. (1996) Polytrope 3D 130 × 256 × 256 4
Stein et Nordlund (1998) Atmosphère détaillée (LES) 3D 63 × 253 × 253 3
Tao et al. (1998) Polytrope avec B 3D 82 × 256 × 256 8
Elliott (2000) Polytrope (LES) 3D 64 × 256 × 256 4
Cattaneo et al. (2001) Boussinesq 3D 96 × 1 024 × 1 024 20
Brummell et al. (2002) Polytrope 3D 575 × 512 × 512 2.5
Weiss et al. (2002) Polytrope avec B 3D 82 × 256 × 256 8
Rieutord et al. (2002) Atmosphère détaillée (LES) 3D 82 × 315 × 315 10
DeRosa et al. (2002) Coquille sphérique (LES) 3D 128 × 512 × 1 024 75
Cattaneo et al. (2003) Boussinesq avec B 3D 96 × 1 024 × 1 024 20

TAB. 1.1 – Résumé des paramètres utilisés dans différentes simulations de convec-
tion astrophysique réalisées dans les vingt dernières années, avec ou sans champ
magnétique (liste non exhaustive). A est le rapport d’aspect de la simulation.
L’emploi de méthodes numériques « spéciales » est indiqué entre parenthèses
(LES=Large Eddy Simulations, PPM=Piecewise Parabolic Method). En absence d’une
telle mention, il s’agit de Simulations Numeriques Directes (DNS).
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À ce jour ces simulations constituent certainement le modèle le plus réaliste de
convection photosphérique réalisé, puisqu’un excellent accord avec les observa-
tions est obtenu, que ce soit au niveau de la taille caractéristique des structures ob-
tenues, de l’amplitude des fluctuations thermodynamiques, ou de la modification
de certains profils de raies sous l’effet de la convection. Notons en revanche que la
dynamique turbulente obtenue dans ces simulations est limitée, puisque les cor-
rélations d’ordre élevé obtenues ne sont pas satisfaisantes. De l’article de 1982 au
produit final publié en 1998, le groupe de Nordlund aura toutefois consacré seize
ans à la compréhension détaillée de la granulation, ce qui montre à quel point les
investigations numériques peuvent s’avérer délicates et complexes à mettre en
œuvre.

1.4.c Propriétés des simulations d’atmosphères polytropiques

Parallèlement à ces investigations, d’autres groupes ont considéré des mo-
dèles « idéalisés » d’atmosphères polytropiques fortement stratifiées, dans l’ap-
proximation de diffusion (les équations utilisées dans ce type de simulation sont
données au chapitre 2, paragraphe 2.3).

Inversion de densité, flux d’énergie

Hurlburt et al. (1984) ont confirmé les résultats de Graham (1975) et Massa-
guer et Zahn (1980) sur des simulations 2D avec des nombres de Rayleigh jus-
qu’à 1 000 fois critique, une résolution verticale de 41 points et horizontale de
161 points, et un rapport d’aspect 4. En plus de la confirmation du phénomène
d’inversion de densité, ils ont obtenu des informations quantitatives sur l’asy-
métrie entre les panaches montants et descendants (voir plus bas), expliqué en
détail l’équilibre des forces dans la dynamique de ces structures, et caractérisé
l’influence précise de la stratification sur les flux énergétiques au travers de l’at-
mosphère. Parmi leurs résultats, soulignons la mise en évidence d’un flux ciné-
tique net descendant (en relation avec la vigueur des panaches descendants) et
d’un flux convectif total positif (grâce au flux d’enthalpie), ainsi que l’apparition
d’un profil de température isentropique stationnaire dans le régime non-linéaire,
relié à l’efficacité du mélange convectif. De ce point de vue, leurs simulations se
rapprochent beaucoup de celles de Stein et Nordlund (1989).

Remarque Inversion de densité (buoyancy braking)

Dans un milieu compressible, une perturbation de densité δρ est la
composition d’une perturbation de pression δp et de température δT.
Pour un gaz parfait, on peut linéariser selon

δρ

ρ
=

δp
p

− δT
T

, (1.2)
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Que ce soit au niveau des panaches montants ou descendants, la fluc-
tuation de pression est toujours positive, puisque les rouleaux de
convection « appuient » sur ces panaches sous l’effet de la force cen-
trifuge. En revanche, la fluctuation de température peut être soit po-
sitive, soit négative, selon qu’il s’agit d’un panache montant (fluide
plus chaud que la moyenne) ou descendant (fluide plus froid). Dans
le cas d’un panache descendant, les deux fluctuations interfèrent po-
sitiviment au sens où toutes deux accentuent la surdensité de la bulle.
Dans le cas d’un panache montant, une fluctuation de densité initia-
lement négative peut devenir positive si les effets de pression contre-
balancent ceux de la température. On arrive à la conclusion qu’une
bulle plus dense que son environnement peut monter si elle possède
initialement une vitesse verticale suffisante. Les effets de pression
agissent alors comme un frein à la poussée d’Archimède. Récipro-
quement, dans un tel milieu, les surdensités initiales sont accentuées
par la pression, ce qui a pour conséquence d’accélerer le fluide et ac-
croît la turbulence dans son voisinage. On explique ainsi l’asymétrie
entre les panaches montants relativement laminaires et les écoule-
ments descendants turbulents dans la convection compressible. Le
rôle de la pression y est donc dynamique.

Dans le cas d’un milieu incompressible (un liquide s’écoulant à
faible nombre de Mach par exemple), en revanche, la fluctuation de
densité est simplement reliée à la fluctuation de température par un
coefficient de dilatation α tel que δρ = −α ρ δT. Aucune asymétrie
comparable au cas compressible ne peut se manifester puisque la
force centrifuge n’a pas d’influence sur les perturbations thermiques.

Les modèles polytropiques ont été largement étendus à des problèmes tridi-
mensionnels plus réalistes. Chan et Sofia (1986, 1989), Cattaneo et al. (1991), Chan
et Sofia (1996) ont ainsi étudié le transport de l’énergie dans une zone 3D for-
tement stratifiée. Selon Cattaneo et al. (1991), les flux enthalpique et cinétique
liés aux écoulements descendants caractérisés par une échelle spatiale de l’ordre
de l’épaisseur de la couche de fluide se compensent, si bien que ces structures
ne contribuent pas en moyenne au transport convectif de l’énergie. Le transport
est alors assuré par des structures turbulentes à plus petite échelle, contrairement
aux résultats des simulations de Stein et Nordlund (1989) décrites précédemment.
Nordlund et al. (1994), s’appuyant sur une série d’expériences menées par Rast
et al. (1993), Rast et Toomre (1993), ont suggéré que cette différence pouvait s’ex-
pliquer par la prise en compte dans les modèles détaillés de convection granulaire
de la chaleur latente d’ionisation du gaz, alors que les simulations polytropiques
se limitent au gaz parfait.
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Chocs

Une autre propriété de ces flots, mise en évidence par Cattaneo et al. (1990),
Malagoli et al. (1990), Porter et Woodward (1994), est l’existence de chocs dans
le domaine supérieur de la boîte de simulation, lorsque le nombre de Rayleigh
devient très important (de l’ordre de 106 pour des simulations dans un milieu for-
tement stratifié). Ces chocs existent aussi bien dans les modèles bidimensionnels
que tridimensionnels et contribuent à la diminution de la vigueur de la turbu-
lence, par transfert d’énergie cinétique en énergie thermique.

Champs magnétiques

Hurlburt et Toomre (1988), Hurlburt et al. (1989) puis Weiss et al. (1990) se
sont intéressés à des configurations 2D avec champ magnétique et ont mis en
évidence l’apparition de nappes de champ magnétique intense entre les rouleaux
de convection, conduisant à une forte diminution de la densité dans ces zones
sous l’effet des fortes pressions magnétiques. Une étude exhaustive des différents
régimes a également été menée dans ces articles. Selon le degré de suradiabaticité
du système, l’intensité du champ magnétique, et la valeur relative des diffusivités
dans le milieu, la convection peut se présenter sous forme stationnaire, d’ondes
qui se propagent, d’ondes stationnaires ou d’un régime chaotique. Lorsque le
champ magnétique initial est oblique, Matthews et al. (1992) ont montré que des
ondes se propageant étaient favorisées. Nous nous sommes servis de certains de
ces résultats pour valider quantitativement le comportement de notre code de
simulations directes (cf. annexe A, paragraphe A.4.c).

Les aspects 3D de la magnétoconvection dans les polytropes en régime fai-
blement non-linéaire (ou avec un fort champ magnétique) ont été abordés par
Matthews et al. (1995), Weiss et al. (1996), avec l’idée de l’appliquer aux taches
solaires et aux champs intergranulaires. En champ faible, leurs simulations font
apparaître des régimes pour lesquels le champ magnétique est évacué dans le ré-
seau des panaches descendants et se déplace le long des interstices entre granules,
où la pression magnétique peut devenir de l’ordre de la pression thermique. En
champ fort, la convection et le réseau magnétique semblent plus stationnaires.
Rucklidge et al. (2002) ont pour leur part mis en évidence les brisures de symétrie
et la désorganisation des motifs de convection de l’écoulement lorsque le rapport
d’aspect augmente.

Finalement, mentionnons brièvement les expériences récentes à haute réso-
lution de Brummell et al. (1996, 1998, 2002), faisant intervenir la rotation et/ou
la pénétration dans des zones stratifiées stables. Ces simulations ne sont pas en
rapport direct avec le problème abordé dans ce travail5, mais représentent aujour-
d’hui ce qui se fait de plus abouti dans le domaine.

5Rappelons malgré tout que la rotation semble avoir un rôle perturbatif au niveau de la super-
granulation.
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Influence des conditions aux limites

Un point soulevé par Nordlund et al. (1994) est l’influence des conditions aux
limites sur la vitesse et la différence entre des frontières de type « mur », souvent
employées dans les simulations de polytropes, et des conditions de type « pé-
nétratif ». Ces conditions ont évidemment une influence sur la topologie de la
convection. En effet, le retournement du fluide descendant sur une paroi infé-
rieure rigide réinjecte des fluctuations d’énergie et donc de la turbulence dans les
panaches ascendants. Ils soulignent que le choix d’une stratification importante
permet d’atténuer cet effet de bord, puisque celle-ci accentue le degré de turbu-
lence des panaches descendants.

Malgré les quelques différences évoquées ci-dessus, les simulations de Stein
et Nordlund (1989) et de polytropes se rejoignent sur un grand nombre de points.
Ceci laisse à penser qu’une modélisation détaillée de tous les effets physiques
présents dans la photosphère n’est pas forcément nécessaire pour étudier les mé-
canismes d’instabilité (magnéto)hyrodynamiques, puisque la morphologie géné-
rale des écoulements semble peu dépendante de l’intégration de ces processus. En
particulier, l’approximation de diffusion permet de reproduire qualitativement le
motif de la granulation en surface, comme le montrent par exemple les expé-
riences de Cattaneo et al. (2001). En pratique, elle s’avère d’autre part bien plus
simple à mettre en œuvre que le transfert de rayonnement dans la zone convec-
tive. Nous reviendrons en détail sur ces comparaisons au chapitre 4.

1.4.d Simulations à grands rapports d’aspects

Après cet aperçu des propriétés de la convection turbulente compressible étu-
diée par l’intermédiaire de simulations à faible rapport d’aspect, abordons à pré-
sent le domaine encore peu exploré des expériences à grande échelle. À l’heure
actuelle, les résultats de ces simulations restent très préliminaires.

L’intérêt des simulations de convection stellaire à grande échelle est multiple.
Il peut s’agir d’expliquer les propriétés globales de la convection dans une en-
veloppe stellaire sphérique en rotation (rotation différentielle, circulation méri-
dienne, cellules géantes, transfert de moment cinétique), de caractériser la dis-
tribution et la génération des champs magnétiques (dynamos locales, globales,
réseau magnétique) sous l’effet de la convection, et bien sûr de déterminer les
relations entre granules, mésogranules, supergranules.

Soulignons tout de suite les limites auxquelles les numériciens sont confrontés
aujourd’hui. Deux approches géométriques sont possibles pour ces simulations :
une approche cartésienne, et une approche sphérique. Dans le premier cas, les
simulations les plus récentes ne permettent d’accéder qu’à des structures dyna-
miques de taille caractéristique horizontale inférieure ou égale à 10 000 km, puis-
qu’on souhaite conserver un nombre de points suffisant pour résoudre les pe-
tites échelles de la convection photosphérique (typiquement les granules). Dans
le deuxième cas, une approche de champ moyen est implicitement adoptée. Le
problème est le suivant : sachant que dans ces simulations la plus grande échelle
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correspond à l’étoile dans sa globalité, quelle est la plus petite échelle horizon-
tale inertielle que l’on puisse simuler sans trop d’erreur ? La réponse, dans le cas
du Soleil, est environ 30 000 km, compte-tenu des ressources informatiques exis-
tantes. Ceci correspond à l’échelle de la supergranulation. Autrement dit, on voit
que la bande du spectre de la convection allant de 10 000 km à 30 000 km n’est pas
correctement couverte par les simulations actuelles, ce qui ne permet pas d’étu-
dier les interactions non-linéaires entre petites et grandes échelles. Si on ajoute
à cette remarque les difficultés observationnelles à caractériser la mésogranula-
tion et la supergranulation, on obtient certainement une partie de l’explication de
notre mauvaise compréhension de ces phénomènes.

Géométrie sphérique

L’intérêt pour la simulation des échelles globales date d’une trentaine d’an-
nées, quand Gilman (1975) a élaboré un modéle numérique de convection Boussi-
nesq 2D dans une coquille sphérique pour étudier l’influence de la rotation sur la
convection et les profils radiaux de taux de rotation. Gilman et Glatzmaier (1981),
Glatzmaier (1984) ont poursuivi ce travail dans le cadre de l’approximation ané-
lastique. Le problème analogue pour des milieux complètement compressibles
a été abordé par Valdettaro et Meneguzzi (1990). Compte-tenu de la résolution
utilisée, seules des structures laminaires de l’ordre de 100 000 km pouvaient être
identifiées dans ces simulations.

Des simulations numériques intensives sont aujourd’hui menées avec le code
anélastique américain ASH (Anelastic SHell) développé à Boulder (Clune et al.
1999). L’utilisation de ce programme pour l’étude de la supergranulation est assez
récente. DeRosa (2001), DeRosa et al. (2002) ont mené des simulations 3D dans des
coquilles sphériques minces. La résolution utilisée permet en théorie d’observer
des structures d’extension horizontale supérieure à 10 000 km et leur travail a mis
en évidence de la convection à l’échelle supergranulaire. Une critique peut cepen-
dant être émise à propos de la validité « dynamique » de ces échelles dans leurs
simulations. Les auteurs reconnaissent eux-mêmes que le modèle de sous-maille
qu’ils utilisent ne prend certainement pas bien en compte toute la dynamique
aux échelles plus petites (et en particulier à l’échelle granulaire). Le mécanisme
de formation de la supergranulation reste donc encore largement indéterminé si
on se limite à l’analyse de ces travaux. On voit en particulier mal pourquoi une
échelle de l’ordre de 30 000 km serait favorisée spécialement dans leur simulation
si ce n’est que cette longueur correspond également à la profondeur de la zone
convective choisie6.

Malgré tout, ces études présentent un intérêt important, puisque l’apparition
d’échelles supergranulaires permet de caractériser l’influence de ces structures à
des échelles globales (et d’étudier en particulier leur interaction avec la zone de
cisaillement sous la surface solaire). La prochaine génération de travaux de ce

6Ce groupe a depuis refait des simulations avec une meilleure résolution et les motifs « super-
granulaires » ont semble-t-il disparu.
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type sera de toute évidence très instructive.

Géométrie cartésienne

Nous venons de soulever le problème de la modélisation des échelles non ré-
solues par la maille dans les simulations en géométrie sphérique. Une réponse à
cette question ne peut être apportée que par une étude détaillée de la dynamique
et des transferts d’énergie aux échelles intermédiaires entre granulation et su-
pergranulation. Des simulations de convection à grand rapport d’aspect en géo-
métrie cartésienne sont donc nécessaires pour combler ce « trou de résolution ».
Comme il a été évoqué en introduction, de telles expériences sont également sou-
mises à des problèmes de résolution, mais dans la direction opposée, à savoir que
la taille maximale des boîtes de simulation peut difficilement excéder 10 000 km
avec la technologie actuelle.

Récemment, Cattaneo et al. (2001) ont présenté des simulations dans l’ap-
proximation de Boussinesq pour un rapport d’aspect allant jusqu’à 20 et un nom-
bre de Rayleigh élevé (5 105). Celles-ci semblent mettre en évidence un champ
de vitesse advectif à l’échelle de la mésogranulation. Un argument intéressant
pour caractériser l’existence effective d’un tel écoulement est l’estimation de son
temps de corrélation. En effet, il est possible qu’une distribution aléatoire de « fon-
taines » à petite échelle fasse apparaître transitoirement des motifs plus grands,
sans véritable origine dynamique. Cattaneo et al. (2001) estiment ce temps de
corrélation à environ trente temps de retournement convectif pour leurs méso-
granules, ce qui exclut un simple artefact stochastique. Les auteurs penchent en
faveur d’une explication dynamique du phénomène, i. e. d’une interaction col-
lective entre les granules, et concluent à la non-plausibilité d’un tel mécanisme
dans le cadre de la supergranulation, affirmant que celle-ci trouve probablement
sa source en profondeur. Récemment, Rast (2003a), se basant sur les dernières
observations disponibles, a au contraire argumenté en faveur d’une interaction
collective de panaches granulaires commme origine commune à la mésogranu-
lation et à la supergranulation. Cattaneo et al. (2001) suggèrent également que la
formation de mésogranules ne requiert pas la présence d’une stratification impor-
tante (puisqu’il s’agit d’une simulation en milieu incompressible), par opposition
au scénario de « collage » de panaches évoqué paragraphe 1.4.b, qui est précisé-
ment lié à cette physique. Tout comme Cattaneo et al. (2001), Spruit et al. (1990)
avaient argumenté qu’il est difficile de favoriser une échelle particulière comme
la mésogranulation par un tel processus.

Rieutord et al. (2002) ont eux aussi réalisé une simulation cartésienne à grande
échelle, en utilisant le code de Nordlund et Stein décrit plus haut, pour un rap-
port d’aspect 10. Ils n’ont pas réussi à mettre en évidence des modes à grande
échelle et attribuent ceci soit à une turbulence insuffisamment vigoureuse dans
leur expérience, soit à un domaine de simulation trop restreint.

Du côté des simulations avec champ magnétique, Tao et al. (1998) ont été les
premiers à envisager des rapports d’aspects importants (A = 8) et à étudier la
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distribution des champs dans un polytrope fortement stratifié. Rucklidge et al.
(2002), Weiss et al. (2002) ont poursuivi ces simulations et montré que dans un
régime de champs modérés avec A > 6, le flux magnétique peut dans certains
cas se séparer des mouvements convectifs, les lignes de champs se concentrant
fortement sur un réseau à grande échelle entourant des « cellules » de convection.
Un enseignement important à tirer de leurs expériences est l’apparition de struc-
tures de plus en plus grandes lorsque le rapport d’aspect augmente, illustrant le
fait qu’avec les résolutions envisageables aujourd’hui, il est difficile de générer
des structures à grande échelle indépendantes de la taille de la boîte. Finalement,
Cattaneo (1999), Emonet et Cattaneo (2001), Cattaneo et al. (2003) ont réalisé le
même genre d’expériences dans le cadre de l’approximation de Boussinesq et ont
discuté la transition entre un régime de dynamo turbulente à petite échelle ap-
paraissant lorsqu’aucun champ magnétique initial n’est imposé et un régime de
type magnétoconvection pour lequel un champ magnétique de plus en plus fort
imposé au début de l’expérience structure progressivement l’écoulement.

1.5 Une tentative de synthèse

Ce tour d’horizon des observations et des simulations de convection turbu-
lente étant terminé, nous pouvons à présent dresser un premier bilan de nos
connaissances actuelles sur la convection photosphérique et apprécier le rôle que
peuvent jouer les simulations numériques pour l’amélioration de notre compré-
hension de ces phénomènes.

1.5.a Granulation solaire
Comment caractériser quantitativement les propriétés de la convection photo-

sphérique en termes de dynamique des fluides, en se basant sur les observations
et les simulations ? Diverses estimations s’avèrent utiles pour la compréhension
de ces processus physiques. La valeur de la diffusivité thermique7 à proximité de
la surface est κ ' 2 108 m2 s−1. Cette donnée permet de calculer :

– le temps de thermalisation d’un granule,

τth =
L2

g

κ
' 103 s ; (1.3)

– le temps dynamique d’un granule, qui correspond au temps mis par une
particule fluide pour parcourir Lg,

τdyn =
Lg

Vg
' 103 s . (1.4)

7On suppose que l’approximation de diffusion est valable dans le domaine considéré. Cette
hypothèse, est de toute évidence mis en défaut dans les zones supérieures de la photosphère
solaire où le libre parcours moyen des photons est important.
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On voit que ces deux temps sont du même ordre de grandeur, et proches du
temps de vie caractéristique d’une structure granulaire. Cela se traduit par

Pe ≡ τth
τdyn

=
LgVg

κ
= O(1) , (1.5)

en introduisant le nombre de Peclet. Lorsque Pe < 1, la turbulence n’est pas as-
sez vigoureuse pour « apporter » des fluctuations de température en un point,
celles-ci étant rapidement atténuées par la diffusion thermique. Au contraire,
pour Pe > 1, la diffusion thermique agit sur des échelles de temps trop impor-
tantes pour gommer les fluctuations turbulentes de température (Pe est l’ana-
logue thermique du nombre de Reynolds). Autrement dit, le granule est avant
tout une structure issue de l’équilibre entre les processus de diffusion et la force
d’Archimède, qui assure l’interface entre le transport convectif et le transport ra-
diatif. La plus petite échelle de longueur à laquelle il est possible d’observer des
fluctuations de température significatives est donc de l’ordre de Lg = κ/Vg.

De manière analogue, on peut former le nombre de Reynolds d’un granule, en
utilisant la viscosité du gaz, estimée à ν ∼ 1 m2 s−1 en surface. On a

Re =
LgVg

ν
' 109 (1.6)

Autrement dit, la granulation est laminaire du point de vue radiatif mais extrê-
mement turbulente du point de vue purement hydrodynamique. Le nombre de
Prandtl, défini par

Pr =
ν

κ
(1.7)

est de l’ordre de 10−9 en surface8.

Remarque
Le nombre de Peclet est proche de 1 à la surface, mais augmente

dès qu’on pénètre à τ > 1, pour atteindre des valeurs de l’ordre de
107 dans les profondeurs de la zone convective où le transfert radiatif
redevient prédominant et les échelles de vitesse et de longueur carac-
téristique sont très grandes, contrairement à la surface (Brandenburg
et al. 2000). En profondeur on a simultanément Pe � 1 et Re � 1,
tandis que le nombre de Prandtl reste très petit (environ 10−6).

1.5.b Le modèle standard de la convection à la surface du Soleil
Les observations des années 60 ont conduit Simon et Leighton à proposer le

modèle physique « historique » de la supergranulation (Simon et Leighton 1964).
Dans ce modèle, la granulation est identifiée à la profondeur de recombinaison de
H+, tandis que la supergranulation trouve son origine dans la recombinaison en

8On peut noter que ce paramètre différencie complètement les comportements de la convection
solaire et de la convection dans le manteau terrestre, caractérisée par Pr → ∞, puisque le fluide
qui compose celui-ci est hypervisqueux.
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profondeur de He++. Dans le cadre de l’étude linéaire de l’instabilité convective,
des cellules peuvent en effet se développer sur des échelles horizontales du même
ordre de grandeur que la hauteur de la couche de fluide. Demeure alors la ques-
tion de la profondeur intermédiaire de recombinaison de He+, qui devrait elle
aussi faire émerger une échelle distincte à la surface (figure 1.6). La découverte de
la mésogranulation par November et al. (1981), avec une échelle horizontale de
8 000 km, a donné un argument aux défenseurs de cette théorie, qui y ont vu la
manifestation de la recombinaison de l’hélium ionisé une fois.

PSfrag replacements

Surface

z(km)

H+ + e−−→H + hνgr

He+ + e−−→He + hνmeso

He++ + e−−→He+ + hνsup

1 000

8 000

20 000

FIG. 1.6 – Modèle standard de la convection photosphérique. Ce scénario est prin-
cipalement basé sur une relation linéaire (i. e. une superposition) entre les diffé-
rentes échelles observées.

1.5.c Le modèle en question : et la turbulence ?

Plusieurs ombres viennent cependant noircir ce tableau. Les travaux de Be-
ckers (1968), Worden et Simon (1976), Lin et Kuhn (1992), pour ne citer que ceux-
ci, montrent que les faibles fluctuations de température observées s’identifient
surtout au réseau magnétique et peuvent difficilement être attribuées à une struc-
ture convective transportant un flux d’énergie significatif. Rast (2003b) soutient
également que les profondeurs d’injection d’énergie ne sont pas aussi nettes que
dans la description du modèle standard et que dans tous les cas cet apport d’éner-
gie tendrait plutôt à destabiliser des structures cohérentes et à faire apparaître des
petites échelles.

En réalité, la description classique fait totalement abstraction de la nature tur-
bulente de la convection photosphérique et des interactions entre les diverses
échelles qui font partie d’un continuum, comme le montre le spectre de puissance
de la figure 1.5. Nous avons vu au paragraphe 1.5.a que l’échelle de la granulation
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est intrinsèquement liée au processus de convection et au refroidissement radiatif.
En utilisant des arguments généraux de turbulence, il est alors tout à fait possible
de faire apparaître les bons ordres de grandeurs pour les grandes échelles (Rieu-
tord et al. 2000) en utilisant la granulation pour normaliser le spectre turbulent.
Par exemple, la durée de vie caractéristique d’une échelle k varie comme

τ ∼ k
α−3

2 , (1.8)

en faisant l’hypothèse de similarité pour le spectre de puissance de la turbu-
lence E(k) ∼ k−α. Sachant que pour une turbulence 3D on doit avoir α < 3,
les grandes structures doivent vivre plus longtemps. On peut ainsi estimer la
valeur de l’échelle supergranulaire pour α = 5/3 (turbulence universelle tridi-
mensionnelle homogène et isotrope), connaissant les temps caractéristiques de la
granulation et de la supergranulation. On trouve

Lsg ' Lg

(
τsg

τg

)3/2
' 108 m , (1.9)

Cet exemple n’a bien sûr pas valeur de référence en lui-même, il montre sim-
plement qu’une alternative à l’explication historique de Simon et Leighton (1964)
et November et al. (1981), basée sur des hypothèses de dynamique des fluides
plus réalistes, est possible et doit être considérée attentivement, au regard des
observations et simulations récentes : les études de Rieutord et al. (2000), Ploner
et al. (2000), Cattaneo et al. (2001), Roudier et al. (2003), Rast (2003b) suggèrent
majoritairement des mécanismes d’interactions non-linéaires entre granules pour
expliquer l’émergence de structures de taille supérieure.

Le scénario turbulent possède malgré tout ses propres inconvénients, le pre-
mier d’entre eux étant qu’il n’explique pas actuellement le maximum de puis-
sance observé à l’échelle supergranulaire, et dans une moindre mesure à l’échelle
mésogranulaire. Pour éviter de pécher par naïveté dans ce sens et illustrer la com-
plexité du problème, rappelons simplement quelques arguments qui suggèrent
qu’un spectre en k−5/3, par exemple, n’est pas approprié à la convection pho-
tosphérique, et que l’image de la turbulence universelle doit être utilisée avec
précaution pour un tel écoulement.

Au vu de la figure 1.5, il est difficile d’identifier le spectre de la convection so-
laire avec le spectre universel de Kolmogorov de la turbulence homogène isotrope
avec une pente en k−5/3. Nordlund et al. (1997) soulignent que la granulation ap-
paraît à la fois observationnellement et numériquement comme un écoulement
laminaire, en particulier dans sa partie montante, et relèvent que les hypothèses
d’isotropie et d’homogénéité utilisées en turbulence classique sont complètement
violées dans le cadre de la photosphère, puisque l’échelle de hauteur de densité
au niveau de la surface ne constitue qu’un dixième de la taille caractéristique d’un
granule.

Finalement nous concluerons ce paragraphe par une question : comment dé-
finir la zone inertielle de la convection photosphérique ? Si la granulation s’iden-
tifie à l’échelle d’injection d’énergie dans la turbulence, la mésogranulation et la
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supergranulation n’appartiendraient pas à la zone inertielle, dont les propriétés
constituent, avec l’échelle de dissipation de Kolmogorov, les principales prédic-
tions de la théorie K41. Constatant ainsi que la dynamique au-delà de l’échelle
d’injection est largement inconnue, la quête d’une explication simple à l’existence
des mésogranules et des supergranules basée uniquement sur des arguments aca-
démiques de stabilité linéaire ou de turbulence semble malheureusement partiel-
lement compromise...

1.5.d Que nous apportent les simulations numériques ?

Le problème complet de la convection photosphérique, au vu de l’ensemble
des observations que nous avons décrites précedemment, ne possède pas de so-
lution analytique. En fait, l’inclusion d’un ingrédient aussi « simple » que la stra-
tification fait que toute tentative dans cette direction est vouée à l’échec (men-
tionnons les efforts méritoires de Spiegel (1965) qui a cherché une solution exacte
au problème linéaire de l’instabilité convective en milieu compressible !). En re-
vanche, la stratification se traite plutôt bien avec une simulation numérique. De
manière générale, cet outil se prête très bien à l’incorporation de nombreux in-
grédients (nous avons déja évoqué les résultats de Stein et Nordlund (1998)) et
permet une compréhension poussée des mécanismes physiques à l’œuvre dans
le Soleil. Malheureusement, il montre très vite ses limites dès lors que l’on s’in-
téresse aux problèmes fondamentaux de la turbulence, qui font intervenir une
grande disparité d’échelles.

Avec les ordinateurs de la génération actuelle, il est toutefois envisageable
de résoudre une partie de nos problèmes, le nombre de degrés de liberté des sys-
tèmes étudiés n’étant pas forcément aussi important qu’il n’y paraît. Par exemple,
Stein et Nordlund (1998) on pu reproduire une bonne partie des observations re-
latives à la granulation sans pour autant résoudre toutes les échelles de la tur-
bulence, du centimètre au mégamètre. Il se pourrait également que, de manière
générale, les élements cohérents (filaments tourbillonaires, worms) de la turbu-
lence soient responsables de l’essentiel de la structure des écoulements bien qu’ils
se concentrent uniquement dans des petites zones (Vincent et Meneguzzi 1994,
Moffatt et al. 1994, Frisch 1995). Si tel était le cas, il suffirait de savoir les décrire
pour obtenir toute l’information importante sur la turbulence (et cela ne deman-
derait pas forcément autant de points de grille N que la déprimante évaluation
N ∼ Re9/4 en trois dimensions). La suggestion récente de Cattaneo et al. (2001)
que l’essentiel de l’écoulement aux échelles supérieures à celle de la granulation
puisse être gouverné par des structures vorticales intenses laisse à penser que ce
cas de figure ne peut pas être exclu et que même une résolution modérée peut
permettre de trouver une explication aux grandes échelles de la convection tur-
bulente. Si celles-ci sont issues d’une interaction collective de structures comme
les granules, alors une simulation reproduisant ne serait-ce que grossièrement les
structures granulaires devrait pouvoir nous aider à progresser. Des simulations
à N corps (Rast 2003b) pourraient également débloquer en partie la situation. Ce
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sont de toute façon les seules solutions qui s’offrent aujourd’hui aux numériciens.

1.6 Conclusion

La convection solaire telle que nous l’observons au niveau de la photosphère
trouve son apparence granulaire dans un équilibre entre dynamique et refroidis-
sement radiatif. De nombreuses simulations ont permis d’étudier en détail ces
structures et d’obtenir des résultats importants à ce sujet. Au-delà de la granula-
tion, il existe cependant un continuum d’échelles.

Parmi celles-ci, la supergranulation et peut-être la mésogranulation se voient
attribuer un rôle particulier. Malheureusement, nous avons vu au cours de cette
exploration les difficultés à expliquer l’existence de ces phénomènes, en dépit
des progrès considérables effectués ces dernières années dans la caractérisation
observationnelle des écoulements photosphériques à grande échelle.

Nous avons tenté d’identifier les raisons de cette mauvaise compréhension.
Elles sont de plusieurs types : tout d’abord, le nombre d’ingrédients qu’il serait
possible d’incorporer dans les modèles est très important : turbulence, stratifi-
cation, champ magnétique, rotation, cisaillement, etc. L’espace des paramètres
associé est immense et personne ne semble avoir véritablement trouvé un effet
déterminant parmi les autres, même si depuis quelques années, les scénarii d’in-
teractions non-linéaires semblent prendre de l’importance.

Ensuite, les théories actuelles ne sont pas suffisamment abouties pour prédire
l’émergence de structures à grande échelle dans la convection hautement non-
linéaire, même si elles permettent d’obtenir des informations qualitatives. Les ex-
plications historiques de la supergranulation semblent pour leur part en partie
dépassées.

Enfin, comme nous l’avons montré quantitativement, l’apport des simulations
numériques dans le domaine des grandes échelles n’a pas pu être décisif jus-
qu’à aujourd’hui pour des raisons principalement matérielles. Si la génération
actuelle de calculateurs peut aider à lever une partie du mystère, il n’en reste
pas moins que les temps et les quantités de calculs nécessaires pour simuler des
structures comme la supergranulation ne permettent pas dans l’immédiat d’ex-
plorer l’espace des paramètres de manière exhaustive : comme nous le verrons au
chapitre 4, toute tentative de modélisation numérique devra présenter des com-
promis entre le réalisme physique et les ressources disponibles.

ÀÀÀ
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Équations MHD dans un
milieu fortement stratifié

2.1 Introduction

Les équations avec lesquelles nous avons choisi de travailler dans la perspec-
tive de cette thèse sont essentiellement celles utilisées par les groupes de Cam-
bridge (Matthews et al. 1995, Tao et al. 1998, Rucklidge et al. 2002), de Chicago
(Malagoli et al. 1990, Cattaneo et al. 1991) et de Boulder (Hurlburt et al. 1984).
L’incorporation de transfert radiatif et d’équations d’état réalistes comme dans le
travail de Stein et Nordlund (1998) ajoute en effet une complexité supplémentaire
à l’ensemble des développements, en particulier numériques, qui aurait été diffi-
cile à gérér dans une période aussi courte que celle d’une thèse. Nous espérons
bien sûr en faisant ces hypothèses simplificatrices qu’elles n’ont pas une incidence
trop grande sur les phénomènes que nous souhaitons mettre en évidence et que
l’essentiel de la dynamique des grandes échelles dans les photosphères d’étoiles
de type solaire peut être capturé sans ces ingrédients. L’incorporation d’éléments
comme le transfert radiatif constitue bien évidemment un objectif intéressant à
plus long terme pour raffiner des modèles obtenus avec des hypothèses phy-
siques plus simples.

2.2 Système physique étudié

Dans l’ensemble des calculs, les variables v pour le champ de vitesse, B pour le
champ magnétique, T pour la température, ρ pour la densité et p pour la pression
sont utilisées.

47
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2.2.a Cadre général

On considère une atmosphère plan-parallèle constituée de gaz parfait, com-
prise entre z = 0 (bas de la couche) et z = d, où z repère l’altitude, tandis que x
et y sont les coordonnées dans les directions horizontales. On s’intéressera plus
particulièrement à l’atmosphère isotherme, pour laquelle T = To = Cte au repos,
et à des polytropes pour lesquels une différence de température ∆T est établie
initialement entre le haut et le bas de l’atmosphère. L’index adiabatique du gaz,
noté γ, vaut 5/3 dans ce manuscrit. La constante des gaz parfait est notée R. cp
et cv sont les capacités calorifiques à pression ou volume constant. La gravité,
g = −gez, est supposée constante sur l’épaisseur de la couche et les perturbations
du potentiel gravitationnel induites par l’écoulement sont négligées. La viscosité
dynamique µ, la conductivité thermique χ, et la diffusivité magnétique η sont
supposées constantes. La viscosité cinématique ν = µ/ρ et la diffusivité ther-
mique κ = χ/(ρ cp), sont donc proportionnelles à l’inverse de la densité 1/ρ.

2.2.b Paramètres caractéristiques

Dans ce qui suit, un indice b caractérise des quantités physiques évaluées au
bas de la couche et un indice t les mêmes quantités évaluées en haut. On uti-
lise pour adimensionaliser les équations d comme unité de distance (l’altitude
sans dimension va donc de 0 à 1), d2/κb comme unité de temps, une tempéra-
ture caractéristique du problème Tcar comme unité de température. ρb est choisie
comme unité de densité, Bo, l’intensité du champ magnétique initial, comme unité
de champ magnétique. Les paramètres suivants apparaissent alors naturellement
dans les équations (les notations sont les mêmes que dans Depassier et Spiegel
(1981) et Chandrasekhar (1961) pour le champ magnétique) :

– le nombre de Chandrasekhar Q =
(

B2
o d2) / (µoµη) ;

– la gravité adimensionalisée Λ =
(

gd3) /κ2
b ;

– le nombre de Prandtl thermique Pr = µ/ (ρbκb) ;

– le nombre de Prandtl magnétique Prm = µ/ (ρbη) ;

– une estimation du « nombre de Mach thermique » de la couche

Ck =
√

γκ2
b/ (d2c2

s) =
√

γMth, avec c2
s = γ RTcar .
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2.3 Équations sans dimension

Les paramètres précédents permettent d’obtenir les équations MHD directe-
ment dans une forme sans dimension (voir par exemple Cattaneo et al. 1991).
Nous utilisons des notations identiques pour les variables sans dimensions. À
partir de ce paragraphe, nous travaillerons toujours avec des équations sans di-
mensions.

Équation de conservation de la masse :

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρv) = 0 . (2.1)

Équation pour la vitesse :

∂v
∂t

+ v · ∇ v = − 1
C2

k
(T ∇ln ρ + ∇T) + Q

Pr2

ρPrm
j × B − Λ ez

+
Pr
ρ

∆ v +
1
3

Pr
ρ

∇ (∇ · v) .

(2.2)

Équation sur la température :

∂T
∂t

+ v · ∇ T + (γ − 1) T ∇ · v =
γ

ρ
∆T + (γ − 1) C2

k
Pr
ρ

(
V + Q

(
Pr

Prm

)2
|j|2
)

.

(2.3)
Équation d’induction :

∂B
∂t

= ∇×(v × B) +
Pr

Prm
∆ B . (2.4)

V = 1
2

(
∂ivj + ∂jvi −

2
3
(∂kvk)δij

)2
= ∂jvi

(
∂jvi + ∂ivj −

2
3

δij∇ · v
)

est la dissi-

pation visqueuse au sein de la couche, et j = ∇×B est la densité de courant
électrique. Enfin, nous adoptons l’équation d’état d’un gaz parfait :

p =
Λ

m + 1
ρT , (2.5)

avec m + 1 = gd/RTcar.

2.4 Différents équilibres hydrostatiques

Si on note avec l’indice s les profils verticaux statiques, on a
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∂ps

∂z
= −Λ ρs , (2.6)

et l’équation de la température se résume à un flux conductif vertical constant

∂2T
∂z2 = 0 . (2.7)

2.4.a Les polytropes

On caractérise un polytrope par deux paramètres, la température en haut de
la couche zo = To/∆T et l’index polytropique m = gd/R∆T − 1 (∆T, la différence
de température entre le haut et le bas de la couche, fait ici office de température
caractéristique). Les profils de température, de densité, et de pression pour un
polytrope s’écrivent

Ts(z) = zo + 1 − z ,

ρs(z) =

(
zo + 1 − z

zo + 1

)m
,

ps(z) =
Λ (zo + 1)

(m + 1)

(
zo + 1 − z

zo + 1

)m+1
.

(2.8)

On remarquera que les faibles valeurs de zo correspondent à des milieux forte-
ment stratifiés, tandis que la limite zo → +∞ se ramène à faire l’approximation
de Boussinesq (Chandrasekhar 1961).

2.4.b L’atmosphère isotherme

Dans le cas de l’atmosphère isotherme, l’équation (2.5) permet d’obtenir di-
rectement les profils statiques de pression et de densité

Ts = 1 ,

ρs(z) = exp[−z/H] ,

ps(z) = Λ H exp[−z/H] ,

(2.9)

avec H = 1/(m + 1) = RTo/(g d).

2.4.c Échelles de hauteur, temps caractéristiques

La correspondance entre l’échelle de hauteur de densité adimensionalisée H et
« l’index polytropique » pour les deux configurations hydrostatiques précédentes
est donnée par m + 1 = 1/H. Dans la limite d’un milieu non stratifié, H → +∞,
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et par conséquent m → −1. Notons également que H, Ck et Λ ne sont pas indé-
pendants, puisque

H = 1/(C2
k Λ) . (2.10)

Les temps caractéristiques du système sont alors complètement fixés par rapport
au temps de relaxation thermique en imposant par exemple Λ et H (ou m).

– τcl =
√

d/g = 1/
√

Λ (temps de chute libre) ;

– Ck = 1/
√

ΛH =
√

(m + 1)/Λ (propagation verticale d’une onde sonore).

2.5 Conditions aux limites

Les problèmes de mécanique des fluides, et de physique plus généralement,
seraient certainement beaucoup moins difficiles (mais également moins intéres-
sants) à résoudre si des conditions aux limites n’avaient pas lieu d’être. Celles-ci
jouent un rôle essentiel dans la sélection des solutions générales des équations,
que ce soit dans la théorie linéaire ou dans le cas complètement turbulent. No-
tons en particulier que leur implémentation pratique dans un code de simulation
peut être une source majeure de problèmes. Nous décrivons donc ici l’ensemble
des conditions aux limites « idéalisées » qu’il est possible d’associer au problème.

Dans la direction horizontale, le choix de conditions aux limites périodiques
se fait naturellement, que ce soit pour des simulations en géométrie sphérique
ou cartésienne. De telles conditions se prêtent en effet mieux à l’étude de milieux
plan-parallèles infinis que des conditions de type mur, plus caractéristiques de
simulations d’expériences de laboratoire.

En ce qui concerne la direction verticale, des conditions de type stress-free ou
rigides pour la vitesse peuvent être adoptées. On pourrait aussi envisager des
conditions de type frontière ouverte, avec l’existence d’un flux de masse non nul
localement mais nul globalement. La mise en place de telles conditions est cepen-
dant plus délicate.

Pour la variable de température, des conditions de température fixée ou de
flux de chaleur fixé sont la norme. Enfin, des conditions de type isolant ou con-
ducteur sont souvent utilisées pour les champs magnétiques (Hurlburt et al. 1989,
Matthews et al. 1995, Rucklidge et al. 2002). Selon les problèmes, des conditions
aux limites sur la densité peuvent être requises, mais ce n’est pas le cas par exem-
ple pour des simulations de convection, pour lesquelles le système se comporte
bien (en croisant les doigts) en fixant juste des conditions sur le champ de vitesse
et la température.

On peut finalement remarquer que les conditions aux limites évoquées ci-
dessus sont toutes du type « dérivée fixée » ou « champ fixé », c’est-à-dire que
pour toutes les variables f sur lesquelles des conditions aux limites sont requises,
on peut mettre celles-ci sous la forme f = cl(x, y) ou ∂z f = cl(x, y) en z = 0 ou
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z = 1. Cette remarque est importante pour le choix des schémas de bords utilisés
par les méthodes numériques de différentiation spatiale.

2.6 Définitions diverses et variées

Pour finir ce chapitre, nous définissons diverses quantités caractérisant la phy-
sique des écoulements de convection turbulente.

2.6.a Nombre de Rayleigh

Il n’est pas possible en milieu compressible de définir un nombre de Rayleigh
identique en tout point de la couche, mais il est commode de raisonner avec le
nombre de Rayleigh défini au milieu de la couche

R =

(
1/2 + zo

1 + zo

)2m−1 Λ

Pr (1 + zo)

(1 + m − γm)

γ
. (2.11)

dont la définition rejoint celle utilisée habituellement dans l’approximation de
Boussinesq, lorsque zo → +∞.

2.6.b Équation pour l’énergie

Au-delà du système d’équations décrit précédemment, il est intéressant de
considérer l’équation de conservation de l’énergie, et de définir les divers flux au
travers de la couche, en utilisant le système d’unités choisi. L’équation-bilan est
la suivante (e. g. Roberts 1967) :

∂

∂t

[
ρ

(
e +

v2

2

)
+

QPr2

Prm

B2

2

]
= −∇ ·

[
ρv
(

e +
v2

2
+

p
ρ

+ φ

)]

−∇ ·
(

Fpoynt + Fvisc + Fcond
)

,

(2.12)

où e = Λ T/ ((γ − 1)(m + 1)), φ = Λz sont l’énergie interne et l’énergie poten-
tielle par unité de masse, et

Fpoynt =
Q Pr2

Prm
(E × B) ,

Fvisc,i = −Pr (vj τij) ,

Fcond = − γ

γ − 1
Λ

m + 1
∇T ,

(2.13)
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sont respectivement les flux de Poynting (E est le champ électrique), visqueux et
conductif. On définit également les flux d’énergie cinétique, d’enthalpie, et le flux
convectif total par

Fcin =
ρ v2 v

2
,

Fent = ρ (e + p/ρ) v =
γ

γ − 1
Λ

m + 1
ρ T v ,

Fconv = Fent + Fcin .

(2.14)

On a utilisé p/ρ = T/C2
k = Λ T/(m + 1). Si on moyenne l’équation (2.12) sur

les coordonnées horizontales (les moyennes horizontales sont notées par un sur-
lignage), et en supposant la périodicité des différents champs dans ces directions,
on obtient

∂

∂t

[
ρ

(
e +

v2

2

)
+

Q Pr2

Prm

B2

2

]
+

∂

∂z
(

Fconv + Fcond + Fvisc + Fpoynt
)

= 0 , (2.15)

Notons que la relation (2.15) peut servir de vérification lors de la construction
d’un code de simulation.

2.6.c Nombre de Nusselt
Si le profil thermodynamique moyen est adiabatique (p ∝ ργ), on montre en

utilisant l’équation (2.6) que le gradient de température vertical est

∇ad = − (γ − 1)(m + 1)

γ
, (2.16)

auquel correspond un flux conductif vertical Fad = Λ. Par conséquent, dans une
telle configuration, il est possible de quantifier quelle fraction du flux d’énergie
total Ftot n’est pas liée à la conduction, par l’intermédiaire de Ftot − Fad. Pour illus-
trer ceci, on peut prendre une situation extrêmement turbulente, pour laquelle
le profil est quasi-adiabatique loin des bords grâce au mélange convectif. Dans
ce cas, Ftot − Fad représente simplement la contribution de la convection au flux
d’énergie. Le nombre de Nusselt mesure alors l’efficacité de la convection :

Nu =
Ftot − Fad
Fref − Fad

. (2.17)

où Fref est le flux (fictif) qui serait transporté par conduction pour une différence
de température linéaire calculée à partir des températures réelles des deux parois.
Le nombre de Nusselt tend vers 1 lorsque la convection est absente et vers l’infini
lorsque le transport d’énergie s’effectue efficacement par convection (notons que
pour un milieu fortement stratifié un flux conductif Fad important est cependant
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toujours présent). En imposant des conditions aux limites sur la température aux
extrémités de la couche, on génère dans le cas très turbulent des couches limites
thermiques dans lesquelles l’essentiel du flux est conductif, alors qu’il est com-
plètement convectif loin des bords. Le nombre de Nusselt est donc important en
dehors des couches limites thermiques au niveau des parois.

ÀÀÀ
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Approche linéaire de la
supergranulation solaire

Hardy l’informait dans un billet laconique que la première démonstration de Petros avait été
établie deux ans auparavant par un jeune mathématicien [...] Il y exprimait sa sympathie pour son
jeune confrère en cette fâcheuse circonstance.

Apostolos Doxiadis, Oncle Petros et la conjecture de Goldbach, Seuil, p.110

3.1 Introduction

Comme il a été mentionné au chapitre 1, l’approche la plus simple de la su-
pergranulation consiste à étudier l’instabilité convective dans le régime linéaire.
En invoquant l’injection d’énergie par la voie de la recombinaison de l’hélium
à 30 000 km de profondeur, Leighton (1963) avait suggéré qu’il était ainsi pos-
sible d’exciter un mode de longueur d’onde égale à la supergranulation. Nous
avons déjà évoqué (chapitre 1.5.c) les gros problèmes que rencontrent cette théo-
rie. Nous pensons également que le choix des conditions aux limites de type tem-
pérature fixée, qui est responsable de l’obtention d’échelles horizontales sembla-
bless à la profondeur de la couche fluide, n’est pas justifié dans ce problème (nous
allons revenir sur ce point dans la suite).

Le seul moyen d’espérer pouvoir conserver un scénario linéaire (« simple ») est
alors d’étudier la configuration d’une couche mince (d’épaisseur égale à la pro-
fondeur de recombinaison de l’hydrogène), sous les deux hypothèses suivantes :

– aux grandes échelles horizontales, le choix de conditions aux limites de type
flux thermique fixé est plus réaliste que celui de conditions aux limites de
type température fixée ;

55
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– la granulation solaire agit comme un diffuseur turbulent de quantité de
mouvement efficace qui rend la situation marginale pour les grandes échel-
les, du point de vue de l’instabilité convective.

Les premières études de la configuration avec flux fixé dans l’approximation de
Boussinesq ont été effectuées par Sparrow et al. (1964), Hurle et al. (1966). Leurs
travaux ont montré que l’instabilité linéaire se développait sur des échelles ho-
rizontales plus grandes lorsque les parois étaient de mauvais conducteurs ther-
miques (qui se rapprochent des conditions de flux fixé) que dans le cas de conduc-
teurs parfaits (température fixée). Plus précisement, le vecteur d’onde horizontal
critique dans le cas de parois parfaitement isolantes est zéro (mais le taux de crois-
sance de ce mode reste toujours nul). D’autre part, le nombre de Rayleigh critique
dans ce cas de figure passe de 657 à 120 pour des conditions aux limites stress-
free sur la vitesse. Une étude pour les perturbations d’amplitude finie a ensuite
été effectuée par van der Borght (1974), Busse et Riahi (1980) et Chapman et Proc-
tor (1980), toujours dans l’approximation de Boussinesq. Il semble que l’échelle
horizontale la plus grande accessible au système soit toujours favorisée dans le
régime faiblement non-linéaire. Une configuration en carrés semble privilégiée
dans le cas de perturbations tridimensionnelles.

L’incorporation de la compressibilité au problème des conditions de flux fixé
a été discuté par Depassier et Spiegel (1981) pour des polytropes. En utilisant
un développement asymptotique justifié par l’existence de grandes échelles, ils
ont conclu que de telles échelles persistaient dans le domaine faiblement non-
linéaire et devaient bel et bien se manifester dans des systèmes astrophysiques
tels que la photosphère solaire. Dans le problème avec température fixée, Gough
et al. (1976) ont montré que la stratification augmentait le seuil de l’instabilité et
qu’elle réduisait la longueur d’onde critique.

Murphy (1977) puis Edwards (1990) ont pour leur part étudié le cas Boussi-
nesq linéaire avec champ magnétique. L’existence d’une transition vers des vec-
teurs d’onde critiques non nuls a ainsi été démontrée pour des champs magné-
tiques suffisamment forts. Un effet similaire a été identifié par Roberts (1985) pour
la convection pénétrative en présence de conditions de flux fixé, la transition étant
dans ce cas gouvernée par la profondeur de la zone convective.

L’existence de ces différents phénomènes, dont l’émergence naturelle de gran-
des échelles, nous semble intéressante à étudier dans le cas de la supergranula-
tion, tout particulièrement l’influence simultanée de la stratification et du champ
magnétique. Cependant, avant d’explorer les méandres de l’espace des paramè-
tres, il convient de donner une justification à la démarche qui nous a conduit à
une telle étude, et plus spécifiquement aux hypothèses que nous avons propo-
sées ci-dessus.
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3.2 Justification des hypothèses de l’étude

3.2.a Utilisation de diffusivités turbulentes

Dans le cadre général de l’étude de la turbulence, une des difficultés majeures
est de trouver une modélisation adéquate de l’influence des petites échelles sur
les grandes (entre autres, au-delà de l’échelle d’injection). Les granules sont avant
tout responsables d’un transport turbulent très important comme en témoigne
leur nombre de Reynolds gigantesque (Re = 1010 à la surface). Ils transportent
à la fois de l’énergie thermique (transport convectif) et de la quantité de mouve-
ment (par l’intermédiaire du tenseur de Reynolds). La modélisation de ce trans-
port est un épineux problème puisqu’il s’agit intrinsèquement d’un mécanisme
non-linéaire. L’approximation la plus simple que l’on puisse effectuer consiste
à l’assimiler à un phénomène de diffusion. Dans le cadre de la convection pho-
tosphérique, Pr � 1, ce qui signifie que le principal frein à la convection est
la diffusion thermique. Il est clair que c’est le refroidissement radiatif qui fixe en
première approximation les coefficients turbulents vus par les grandes structures,
en imposant la taille caractéristique des panaches convectifs à petite échelle. À la
surface, nous avons vu au chapitre 1 que κ = 2 108 m2 s−1 = LgVg. À grande
échelle, les coefficients de transport turbulents sont alors donnés en première ap-
proximation par νT = ηT = LgVg = κ = κT. On a alors PrT = O(1). De fait, la vis-
cosité turbulente ainsi définie est beaucoup plus grande que la viscosité (qui vaut
ν ∼ 1 m2 s−1), et le nombre de Rayleigh effectif pour les grandes échelles horizon-
tales est alors bien plus petit que le nombre de Rayleigh qui serait calculé à partir
des propriétés matérielles du système. Cet argument justifie qualitativement l’ap-
proche linéaire de l’instabilité pour des échelles très grandes devant les échelles
contenant l’essentiel de l’énergie. Malgré tout, il faut bien sûr garder à l’esprit
qu’il s’agit là d’une théorie « d’ordre zéro » qui ne prend aucunement en compte
la complexité de l’écoulement turbulent associé aux granules et la forme précise
du tenseur de Reynolds généré par l’écoulement turbulent. Cette remarque sera
en particulier pleinement justifiée par les résultats numériques présentés au cha-
pitre 4.

3.2.b Conditions aux limites sur la température

La turbulence présente dans la zone convective impose un profil thermody-
namique isentropique en profondeur et ce n’est qu’en surface, où le refroidisse-
ment a lieu, que l’on rencontre de forts gradients d’entropie. Le bilan énergétique
total est le suivant : au bas de la zone convective, la luminosité solaire est im-
posée. Puisque le régime est stationnaire, le flux doit être le même à la surface,
où c’est le transfert radiatif qui assure alors le transport de l’énergie. L’interface
entre la convection et la radiation est assurée par la granulation (chapitre 1.5.a).
Les échelles plus grandes « voient » donc un milieu présentant des variations ho-
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rizontales de température qui ne peuvent pas être annulées faute d’une diffusivité
thermique suffisante. Il semble alors logique de considérer des conditions aux li-
mites de type flux fixé pour étudier la stabilité des grandes échelles horizontales,
puisque ces conditions correspondent au cas idéal de parois qui ne peuvent pas
diffuser instantanément les fluctuations de température.

3.3 Détails du modèle linéaire

3.3.a Linéarisation pour un fluide complètement compressible

Le modèle repose sur la description MHD complètement compressible des
mouvements fluides effectuée au chapitre 2, sous une forme linéarisée que nous
explicitons ici.

Note importante
Dans ce chapitre, et dans ce chapitre seulement, z désignera la

profondeur et non l’altitude, si bien que dans l’ensemble des équa-
tions exposées au chapitre précédent (en particulier dans les pro-
fils hydrostatiques (2.8) on doit procéder au changement de variable
z → 1 − z. Dans ce chapitre, la gravité et le champ magnétique per-
manents sont orientés respectivement suivant +ez et −ez si bien que
dans l’équation de la vitesse on doit utiliser +Λ ez du terme de gra-
vité. Ce changement temporaire de convention trouve son origine
dans plusieurs études linéaires utilisant la variable de profondeur.

Avant toute chose, précisons les paramètres de cette étude linéaire. Nous nous
plaçons dans le cas d’un polytrope d’indice m = 1 (cf. chapitre 2.4.a) confiné
entre deux plaques thermiquement isolantes situées entre z = 0 (haut) et z = 1
(bas). Un champ magnétique vertical B = −ez est présent (des variables sans
dimension sont toujours utilisées). Pour le reste, les notations sont les mêmes
qu’au chapitre 2.

Comme il est de rigueur dans ce type d’analyse, nous considérons des pertur-
bations infinitésimales bidimensionnelles de l’état hydrostatique du polytrope,
donné dans l’équation (2.8), avec les dépendances en t et x suivantes :

vx = U(z) eλteiax ,
vz = W(z) eλteiax ,
T = Ts(z) + θ(z) eλteiax ,
ρ = ρs(z) + ρ(z) eλteiax ,
p = ps(z) + p(z) eλteiax ,

Bz = −1 + bz(z) eλteiax ,
Bx = bx(z) eλteiax .

(3.1)

Le système d’équations linéaires associé s’écrit ( D = ∂/∂z) :
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λ ρ = −WD ρs − ρs (i a U + D W) ,

λ ρs U =
Q Pr2

ia Prm
D2 bz + Q

Pr2

Prm
ia bz +

1
3

Pr ia D W

+Pr
(

D2U − 4
3

a2U
)

− 1
C2

k
(ρs ia θ + Ts ia ρ) ,

λ ρs W =
ia
3

Pr D U +
4
3

Pr D2 W − Pr a2W

− 1
C2

k
(ρs D θ + θ D ρs + Ts D ρ)

+

(
Λ − 1

C2
k

DTs

)
ρ ,

λ ρs
γ

θ =
(

D2 − a2
)

θ − ρs
γ

W

−γ − 1
γ

ρs Ts (ia U + D W) ,

λ bz =
Pr

Prm

(
D2 − a2

)
bz + ia U ,

(3.2)

tandis que la pression et le champ magnétique horizontal sont donnés par

p
ps

=
ρ

ρs
+

θ

Ts
, (3.3)

0 = D bz + iabx . (3.4)

Finalement, les conditions aux limites suivantes sur les perturbations sont impo-
sées :

W = D U = D θ = 0 (3.5)

sur les deux parois (z = 0 and z = 1), afin d’obtenir un problème aux valeurs
propres complet. Ces conditions expriment l’absence de contrainte tangentielle
pour la vitesse aux parois et un flux thermique fixé.
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Remarque On suppose que le champ magnétique est vertical au niveau des
parois, ce qui implique

D bz = 0 . (3.6)

Dans le cas où la bifurcation vers la convection se produit pour λ = 0,
cette dernière condition ne joue aucun rôle dans la détermination
du mode propre. En effet, l’équation différentielle sur z est alors du
sixième ordre et les conditions aux limites sur la vitesse et la tempéra-
ture suffisent à bien poser le problème. En revanche si on considère le
problème de l’overstabilité magnétique pour laquelle la convection
se met en place par une bifurcation de Hopf (λ = ±iω), l’ordre de
l’équation est huit, et les conditions aux limites sur le champ magné-
tique deviennent cruciales pour le calcul du mode propre, un aspect
négligé par Chandrasekhar (1961) dans son analyse de l’instabilité de
magnétoconvection dans l’approximation de Boussinesq (les valeurs
des seuils d’overstabilité données dans le livre ne sont valables que
dans le cas où le champ magnétique vertical s’annule aux bords).

3.3.b Forme anélastique

Il est également possible d’utiliser la version anélastique des équations linéa-
risées, comme dans le travail de Gough et al. (1976). L’approximation anélastique
consiste à négliger les ondes sonores en imposant ∂t ρ = 0 = −∇ · (ρv), mais ne
supprime pas pour autant les effets de la stratification de densité sur la convec-
tion. Elle permet donc de se débarrasser de l’équation d’évolution pour la densité
et d’exprimer le problème complet pour les trois variables (θ, W, bz) uniquement.
Nous donnons simplement ici le résultat des calculs. Pour les obtenir on utilise
les relations suivantes pour les perturbations, basées sur la définition du profil
polytropique d’index m :

D ρs =
m

z + zo
ρs ,

∇ · v = − m W
(z + zo)

.
(3.7)
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On a alors

−ρs λ





(
D2 − a2

)
W

+
(m − 1)

(z + zo)
D W

− 2 m
(z + zo)2 W





= − (m + 1)
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Q
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Prm

(
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)
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(z + zo)4 Pr W − 2 m (m + 4)
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(

D2 − a2)

(z + zo)
W ,

ρs λ

γ
θ = − (1 + m − γ m)

γ
ρs W +
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θ ,

λ bz = − m
(z + zo)

W − D W

+
Pr

Prm

(
D2 − a2

)
bz .

(3.8)
Résoudre le problème anélastique en marge du problème complet permet notam-
ment de vérifier la validité des solutions obtenues, ce qui est toujours intéressant.

3.3.c Équation cubique dans l’approximation de Boussinesq
Finalement, dans la limite de l’approximation de Boussinesq, que nous étu-

dierons plus tard, les équations que l’on doit résoudre pour calculer les seuils de
stabilité marginale se mettent sous la forme suivante :

(
D2 − a2

)3
W + a2 R W − QD2

(
D2 − a2

)
W = 0 (3.9)

et (
D2 − a2

)
θ = −Pr W . (3.10)
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3.4 Résultats

3.4.a Méthode numérique

Nous avons calculé les modes propres du système dans le cas de mouvements
stationnaires en utilisant LSB, le code de résolution de problèmes linéaires dé-
veloppé par Lorenzo Valdettaro et Michel Rieutord. La projection de l’équation
différentielle est effectuée sur une grille de Gauss-Lobatto construite à partir des
polynômes de Chebyshev. L’avantage principal de cette méthode de collocation
est sa convergence spectrale. Deux algorithmes ont été utilisés : une méthode QZ
(voir par exemple Chatelin (1993)) qui permet de déterminer le spectre complet
des valeurs propres, et une méthode itérative (Arnoldi-Chebyshev) qui calcule
seulements quelques modes propres autour d’une valeur propre choisie. Souli-
gnons que la résolution des équations présentées ci-dessus requiert l’utilisation
d’arithmétiques 64 bits (disponibles sur Compaq-Alpha et SGI Origin) et de qua-
druple précision1, afin d’obtenir une bonne convergence des solutions lorsque le
vecteur d’onde horizontal a tend vers 0. Ceci permet d’éviter l’utilisation de dé-
veloppements en série comme ceux employés par Gough et al. (1976) dans une
étude similaire.

On peut procéder de deux façons distinctes : dans le premier cas, la valeur
propre est directement λ, et on fait varier le nombre de Rayleigh R jusqu’à ce
que la partie réelle de λ devienne positive. Cette méthode présente l’avantage de
donner à la fois les seuils d’overstabilité et de convection stationnaire. Dans la
deuxième approche, on fixe λ à zéro et on résout alors le problème aux valeurs
propres directement pour R. Cette dernière méthode permet d’obtenir immédia-
tement la courbe de stabilité marginale R(a) de manière très précise mais n’est
pas utilisable dans le cas de la convection oscillante.

Le code a été validé sur des configurations utilisant des conditions aux limites
différentes étudiées auparavant (Gough et al. 1976, Weiss et al. 1990).

3.4.b Diverses configurations

L’ensemble des résultats pour m = 1 est résumé dans le tableau 3.1.

Effet du degré de compressibilité

En premier lieu, on peut s’intéresser au comportement de l’instabilité lors-
qu’on passe d’un milieu quasi-incompressible (zo → +∞) à un milieu fortement
stratifié (petits zo), en absence de champ magnétique. Le nombre de Rayleigh cri-
tique est relativement peu sensible à ce changement de configuration, même si
la stratification défavorise la naissance de la convection (partie gauche de la fi-

1Merci à Arnaud Antkowiak et Lorenzo Valdettaro pour leur aide à ce sujet !
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FIG. 3.1 – Variation du nombre de Rayleigh critique Rc pour différents zo lors-
qu’on augmente le champ magnétique. Le comportement dans la partie droite de
la figure correspond à la limite Rc → 12Q (voir paragraphe 3.5).

gure 3.1). Le vecteur d’onde critique est toujours a = 0 quelque soit le degré de
stratification du milieu (figure 3.2).

Influence du champ magnétique

En se limitant à l’influence du champ magnétique vertical sur une configura-
tion de type Boussinesq, on retrouve le comportement qualitatif décrit par Mur-
phy (1977) et les résultats de Edwards (1990). La figure 3.1 met en évidence une
grande augmentation du nombre de Rayleigh critique, comme dans le cas des
conditions aux limites plus habituelles. Cependant la situation est légèrement dif-
férente dans la mesure ou le vecteur d’onde critique reste nul pour Q < 394.4
puis devient non-nul pour des intensités magnétiques supérieures (figure 3.2). La
transition est bien illustrée sur le réseau de courbes de stabilité marginale de la
figure 3.3. Lors de la transition, la courbure change de signe, une propriété que
nous utiliserons au paragraphe 3.5 pour calculer le seuil de transition analytique-
ment.

Régime mixte

Dans la photosphère solaire, la stratification et le champ magnétique sont deux
acteurs majeurs de la dynamique. Le régime mixte est donc le plus intéressant à
étudier. On voit sur la figure 3.2 que la valeur seuil du nombre de Chandrasekhar
pour que la transition mentionnée précedemment se produise diminue en même
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FIG. 3.2 – Influence de Q sur le vecteur d’onde horizontal critique ac, à zo fixé.
Pour des valeurs suffisamment élevées, ac bifurque vers des valeurs non-nulles.
La valeur précise du seuil dépend du degré de stratification de la couche.

FIG. 3.3 – Courbes de stabilité marginale pour différents Q, dans l’approxima-
tion de Boussinesq. Celles-ci sont normalisées à Rc(a = 0, Q) pour souligner la
transition vers ac 6= 0. La courbe supérieure correspond à Q = 0.
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FIG. 3.4 – Influence du degré de compressibilité sur le vecteur d’onde horizontal
à Q fixé.

temps que l’on augmente la stratification de densité au travers de la couche, jus-
qu’à atteindre une valeur limite de 61 dans le cas infiniment compressible. Cette
valeur a été obtenue numériquement et est atteinte relativement rapidement lors-
qu’on diminue zo, en raison de la forme asymptotique des équations vis-à-vis de
ce paramètre2. Si Q est supérieur à la valeur seuil, les comportements du vecteur
d’onde et du nombre de Rayleigh critiques sont alors qualitativement les mêmes
que dans le cas de conditions aux limites de type température fixée (figure 3.4
et 3.5). Lorsque Q est inférieur à 61 il est impossible dans tous les cas de géné-
rer dans le régime linéaire une instabilité avec ac 6= 0. Bien sûr, la situation pourrait
être différente dans le domaine non-linéaire. Finalement, remarquons que la com-
pressibilité et le champ magnétique agissent toujours de concert pour inhiber la
convection, le champ magnétique étant cependant plus efficace pour cela. Dans
le cas où la rotation et le champ sont combinés, il est au contraire possible de fa-
ciliter la naissance de la convection dans certains régimes où la force de Coriolis
contrebalance la force de Lorentz (Chandrasekhar 1961).

2Le développement anélastique des équations linéarisées pour les polytropes fait apparaître
des termes en (z + zo)

−n, avec 1 ≤ n ≤ 4.
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1/z0
Q 0 0.33 1. 2. 10. 100. 1000. 10000.

0 120.
0.

121.9
0.

133.2
0.

151.8
0.

232.8
0.

303.
0.

313.7
0.

314.8
0.

1 132.1
0.

134.4
0.

147.5
0.

169.2
0.

263.3
0.

344.1
0.

356.4
0.

357.7
0.

10 241.3
0.

246.4
0.

276.
0.

324.6
0.

526.6
0.

686.9
0.

710.1
0.

712.5
0.

50 724.8
0.

742.2
0.

840.7
0.

999.
0.

1597.9
0.

2001.4
0.

2054.6
0.

2060.1
0.

60 845.4
0.

865.9
0.

981.1
0.

1165.9
0.

1856.5
0.

2312.5
0.

2371.8
0.

2377.9
0.

70 966.
0.

989.4
0.

1121.4
0.

1332.4
0.

2113.4
0.

2620.2
0.6

2683.9
0.8

2690.4
0.8

80 1086.5
0.

1112.9
0.

1261.6
0.

1498.6
0.

2369.1
0.

2921.2
1.

2988.
1.2

2994.8
1.2

100 1327.4
0.

1359.7
0.

1541.6
0.

1830.5
0.

2877.9
0.

3506.
1.5

3578.8
1.7

3586.2
1.7

300 3732.
0.

3823.2
0.

4333.2
0.

5132.7
0.

7691.6
2.6

8869.8
3.2

8997.7
3.2

9010.5
3.3

400 4933.1
0.3

5053.7
0.3

5726.5
0.7

6771.8
1.4

9990.3
3.

11420.3
3.6

11573.5
3.6

11588.9
3.6

500 6129.1
1.3

6278.7
1.3

7111.
1.4

8394.1
1.9

12254.7
3.4

13929.7
3.9

14108.1
3.9

14126.
3.9

1000 12011.
2.7

12303.2
2.8

13917.1
2.9

16354.8
3.2

23296.9
4.4

26145.9
4.8

26446.
4.9

26475.9
4.9

10000 111725.8
6.7

114459.5
6.7

129417.3
6.9

151427.2
7.2

209267.7
8.2

231172.7
8.7

233442.6
8.7

233670.
8.7

TAB. 3.1 – Nombres de Rayleigh et vecteurs d’onde critiques pour des conditions
aux limites de type flux fixé dans une couche polytropique d’indice m = 1, en
fonction de l’intensité du champ magnétique, donnée par Q, et du degré de com-
pressibilité, défini par l’intermédiaire du paramètre 1/zo.
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FIG. 3.5 – Influence de zo sur le nombre de Rayleigh critique à Q fixé.

3.5 Développements analytiques dans
l’approximation de Boussinesq

Nous présentons dans cette section des développement analytiques dans le
cas Boussinesq, permettant de démontrer rigoureusement l’occurrence de la tran-
sition décrite précédemment. Ce travail a été effectué par Edwards (1990), et est
publié dans la revue Geophysical and Astrophysical Fluid Dynamics. Malheureuse-
ment, cette publication n’a jamais été citée et n’est référencée dans aucune base de
données bibliographique à l’heure actuelle. Un referee de la revue Physics of Fluids
nous a signalé l’existence de ces résultats, que nous avions redémontrés intégrale-
ment de manière indépendante. Nous nous permettons donc de les reproduire ici,
la méthode de dérivation utilisée étant toutefois légèrement différente. Murphy
(1977) s’était également intéressé à cette transition, mais les résultats quantitatifs
contenus dans l’acte de conférence sont faux. La procédure utilisée s’inspire à la
fois de Chandrasekhar (1961) et de Hurle et al. (1966).

3.5.a Résolution de l’équation cubique

Nous partons des équations (3.9)-(3.10) pour résoudre le problème. Pour des
raisons de symétrie spécifiques au cas Boussinesq et au jeu de conditions aux
limites utilisé, il est possible de se restreindre aux solutions paires par rapport au
milieu de la couche, qui sont toujours les premières instables :
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W =
3
∑
i=1

Ai cosh
(

qi

(
z − 1

2

))
, (3.11)

où les qi sont solutions de l’équation caractéristique associée à l’équation (3.9). En
posant Zi = q2

i − a2, on obtient l’équation cubique (Chandrasekhar 1961)

Z3 − QZ2 − Qa2Z + a2R = 0 . (3.12)

Les racines de celle-ci s’écrivent (Abramowitz et Stegun 1954)

Z1 =
Q
3
− 2

3

√
Q2 + 3Q a2 cos

(ν

3

)
,

Z2 =
Q
3
− 2

3

√
Q2 + 3Q a2 cos

(
ν + 2π

3

)
,

Z3 =
Q
3
− 2

3

√
Q2 + 3Q a2 cos

(
ν − 2π

3

)
,

(3.13)

avec

ν = arccos

(
−2Q3 − 9 Q2 a2 + 27a2 R

2Q3 (1 + 3 a2/Q)
3/2

)
. (3.14)

On insère alors les racines dans le déterminant D du système en utilisant les
conditions aux limites, afin d’obtenir la solution complète. Il n’y aura des solu-
tions non-triviales que si

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1

q2
1 q2

2 q2
3

(
q1 Z2

1 − Q q3
1

)

×tanh
(q1

2

)
(

q2 Z2
2 − Q q3

2

)

×tanh
(q2

2

)
(

q3 Z2
3 − Q q3

3

)

×tanh
(q3

2

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0 . (3.15)

Puisque l’on cherche à déterminer le comportement autour de a = 0, on peut
essayer de développer D en série de puissances de a (on suppose que le rayon de
convergence de cette série est non-nul) en utilisant les expressions (3.13)-(3.14) :

D = f1(R, Q) a3 + f2(R, Q) a5 + O(a7) . (3.16)

Le premier terme non nul est O(a3). Si on résout l’équation (3.15) à cet ordre, on
trouve alors le comportement de Rc(a = 0, Q). L’ordre suivant est O(a5) et permet
de calculer la courbure de la courbe de stabilité marginale. Lorsque la convexité
change, la bifurcation vers ac 6= 0 est observée.
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3.5.b Dépendance de Rc vis-à-vis de Q pour a = 0

Le premier terme obtenu à partir des équations (3.13)-(3.14) donne

f1(R, Q) =
2 R3/2

Q
tanh

(√
Q

2

)
− R3/2

√
Q

−
√

R Q3/2 +
R3/2√Q

12
. (3.17)

D obéit à l’équation (3.15) à la stabilité marginale. Pour tout a petit, on doit donc
avoir f1 = 0. Le nombre de Rayleigh critique approche alors

Rc(a = 0, Q) =
12 Q5/2

Q3/2 + 24 tanh
(√

Q
2

)
− 12

√
Q

(3.18)

lorsque a tend vers 0. Dans la limite Q → +∞ (figure 3.1), on montre que Rc(0, Q)
tend vers 12 Q de manière similaire à la loi π2 Q obtenue par Chandrasekhar
(1961) dans le cas de conditions aux limites de type température fixée. Si Q → 0,
on retrouve la valeur Rc(a = 0) = 120 de Hurle et al. (1966). Le résultat (3.18) est
en parfait accord avec les solutions numériques. On peut alors calculer la pente
de la fonction R(a) :

∂R
∂a

∣∣∣∣
D

= − ∂R
∂D

∣∣∣∣
a

∂D
∂a

∣∣∣∣
R

= −3
f1

a f ′1
−

5 f2 − 3 f1 f ′2
f ′1

f ′1
a + O(a3) , (3.19)

où les ′ correspondent à des dérivées par rapport à la variable R, et

Φ(Q) = Q3/2 + 24 tanh
(√

Q
2

)
− 12

√
Q , (3.20)

f ′1 =
Q1/4
√

12
Φ1/2 . (3.21)

Pour a → 0, f1/a → f ′1
∂R
∂a

∣∣∣
D

. En utilisant l’équation (3.19), on peut vérifier que la
pente est nulle pour a = 0. Ceci était attendu puisque la courbe de stabilité mar-
ginale est une fonction paire de a en raison de la symétrie du problème physique.

3.5.c Transition vers une longueur d’onde finie

Un calcul assez laborieux, effectué partiellement grâce au logiciel de calcul
formel Maxima, permet alors d’accéder à la fonction f2(R, Q) :
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f2 =
Φ1/2

√
12 Q21/4





−1080
Q8

Φ3 − 57
2

Q7

Φ
+ 450

Q15/2

Φ2 + 27
Q17/2

Φ2 − 54
Q9

Φ3

+
9
8

Q8

Φ
− 144

5
Q10

Φ3 − 12
5

Q19/2

Φ2 +
51
35

Q11

Φ3 − Q13/2

8

+576
Q15/2 exp

√
Q

Φ2 (1 + exp
√

Q)2 − 3456
Q8 exp

√
Q

Φ3 (1 + exp
√

Q)2

+3
Q13/2 tanh

(√
Q

2

)

Φ
− 216

Q7 tanh
(√

Q
2

)

Φ2

+3888
Q15/2 tanh

(√
Q

2

)

Φ3





.

(3.22)

On peut alors déterminer directement la valeur de Q pour laquelle la transition
vers les longueurs d’onde finies se produit. La courbure de R(a) est donnée par

∂2R
∂a2

∣∣∣∣
D=0

= −2
f2(Rc(0, Q))

f ′1(Rc(0, Q))
(3.23)

en a = 0. On peut vérifier sur la figure 3.6 que f ′1 est toujours positive, si bien que
tout dépend directement du signe de f2. Pour Q < 394.4, f2 < 0 et Rc(0, Q) est
le minimum absolu. Pour des valeurs de Q supérieures, f2 est toujours positive
et Rc(0, Q) est un maximum local. Murphy (1977) avait donné une valeur erronée
Q ∼ 102.2 pour la transition, tandis que Edwards (1990) avait obtenu le résultat
exact en utilisant une méthode légèrement différente basée sur les conditions de
solvabilité d’un développement du nombre de Rayleigh en puissances de a.

3.6 Discussion

Les résultats établis aux paragraphes précédents ont des implications intéres-
santes du point de vue de la génération de structures convectives de grande taille
dans la photosphère solaire. En dépit de la simplicité du modèle, cette étude livre
des informations importantes sur le comportement de l’instabilité dans les condi-
tions particulières de flux fixé.

Dans une zone extrêmement stratifiée comme le haut de la zone convective
solaire, où la turbulence aux échelles correspondant à la granulation augmente
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FIG. 3.6 – Variation de f (Q) = ∂2R
∂a2

∣∣∣
D

(trait plein), f ′1 (tirets) and f2 (pointilléss)
pour a = 0. Les fonctions ont été normalisées.

considérablement les propriétés de transport du fluide, on peut imaginer un scé-
nario pour lequel des longueurs d’onde très grandes par rapport à la granulation
peuvent être déstabilisées par un mécanisme linéaire3. La taille de la longueur
d’onde déstabilisée serait alors contrôlée par l’intensité moyenne du champ ma-
gnétique qui traverse la couche. En effet, nous avons montré qu’une transition
vers les longueurs d’onde finies était réalisable pour peu que le champ magné-
tique soit suffisamment fort, et que cette transition était favorisée lorsque la stra-
titification devenait extrêmement importante. Dans ce cas, le nombre de Chan-
drasekhar critique est 61.

On peut estimer le champ magnétique minimal nécessaire à l’occurrence de
cet effet dans la photosphère solaire. Considérons les diffusivités renormalisées
calculées au paragraphe 3.2.a, une densité ρd = 3 10−2 kg m−3 pour une profon-
deur d ' 5 000 km (zo ' 0.01). La longueur d’onde de la supergranulation sera
l’échelle instable si Q ' 100, ce qui correspond à un champ de l’ordre de 100 G à
1 kG. Cette valeur, est élevée, mais reste compatible avec les intensités observées
au niveau du réseau magnétique solaire.

3On peut là encore faire un parallèle avec les modèles de dynamo. Le modèle (linéaire) de
dynamo cinématique permet par exemple d’expliquer certaines des observations sur l’activité
magnétique solaire aux grandes échelles, alors que la turbulence sous-jacente est par définition for-
tement non-linéaire. Ceci suggère que les mécanismes agissant aux grandes échelles peuvent être
seulement faiblement non-linéaires.
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Bien entendu, beaucoup de paramètres sont mal contrôlés dans ce modèle em-
pirique. Par exemple, certains auteurs (Vainshtein et al. 1991, Cattaneo et Vainsh-
tein 1991, Cattaneo 1994) ont suggéré que la diffusivité magnétique turbulente
pouvait être très inférieure à la valeur approximative obtenue par la « recette » de
l’analyse dimensionnelle, lorsqu’un champ magnétique même faible était présent
dans le fluide. La distribution du champ magnétique de surface montre aussi que
le facteur de remplissage est plutôt faible et que l’interaction entre la dynamique
et le champ magnétique est loin d’être négligeable, si bien que l’hypothèse d’un
champ vertical et constant au travers de la couche est plutôt simpliste. Cependant,
les valeurs estimées donnent un ordre de grandeur satisfaisant.

Nous concluons donc qu’un tel mécanisme d’instabilité linéaire reste crédible
pour expliquer la supergranulation comme phénomène de surface (sans avoir
à évoquer la recombinaison de l’hélium en profondeur). La supergranulation
pourrait alors être vue comme la première grande échelle linéairement instable
convectivement lorsque des champs magnétiques similaires à ceux du réseau
photosphérique sont présents. Cette étude ne permet pas pour autant de résoudre
le problème de la nature convective ou non de la supergranulation, puisque la
modélisation du transport turbulent aux échelles plus petites que la supergranu-
lation y est réduite à sa plus simple expression (une diffusion turbulente), ce qui
exclut de facto des mécanismes d’instabilité liés à la turbulence à petite échelle.
Pour aller plus loin, une simulation numérique de turbulence comme celle pré-
sentée au chapitre 4 est nécessaire.

ÀÀÀ
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e Simulations numériques
de convection turbulente
à grand rapport d’aspect

There is a need for numerical simulations at the scale of supergranulation [...] This is probably
feasible with present day computers and numerical methods.

Å. Nordlund, Solar Physics, Oct. 1985

4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons analysé les résultats d’un modèle li-
néaire de convection à grande échelle. L’hypothèse essentielle de cette étude était
que le mouvement aux grandes échelles pouvait être approximé correctement par
un formalisme linéaire, en supposant que les petites échelles se comportaient es-
sentiellement comme des diffuseurs turbulents. Notons au passage que dans ce
modèle simplifié de supergranulation, nous nous sommes concentrés sur une mo-
délisation de couche mince, et que nous n’avons pas pris en compte divers degrés
d’ionisation à différentes profondeurs, contrairement à l’explication historique de
la supergranulation.

Pour aller plus loin que cette modélisation à l’ordre zéro, il est nécessaire de
passer à des simulations numériques directes d’écoulements convectifs à grande
échelle, similaires à celles présentées au chapitre 1. Une telle approche a plusieurs
avantages. Elle offre un cadre physique plus réaliste que le modèle linéaire, car
elle intègre rigoureusement les interactions entre un grand nombre de modes.
L’incorporation de la stratification en densité dans ce modèle est également réali-
sable, à quelques difficultés numériques près (voir annexe A).

Notre approche a été similaire à celle utilisée par Cattaneo et al. (1991, 2001).
Pour cela, nous avons eu recours à BALAÏTOUS, le code de simulations numé-
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riques directes de l’équipe de dynamique des fluides de Toulouse, qui est pré-
senté extensivement en annexe A. Nous avons pour la première fois simulé un
écoulement convectif turbulent compressible (polytropique) sans champ magné-
tique dans un domaine cartésien (il s’agit donc d’une simulation locale) de rapport
d’aspect A = 42.6. Cette valeur permet tout particulièrement de combler le vide
existant entre les simulations globales et les simulations locales réalisées jusqu’à
présent (chapitre 1) et d’autoriser simultanément le développement d’échelles su-
pergranulaires et granulaires en dehors de la zone de dissipation. La prise en
compte de la stratification en densité par le biais d’un profil polytropique permet
d’obtenir un modèle plus satisfaisant d’atmosphère stellaire qu’une simulation
de type Boussinesq comme celle de Cattaneo et al. (2001), et également d’atté-
nuer les effets d’une condition aux limites de type paroi. Finalement, la présence
du champ magnétique ajoute une complexité considérable de tous points de vue
(numérique et théorique) et nous avons estimé qu’il était préférable de ne pas
l’inclure dans un premier temps.

Les résultats de la simulation fournissent de nombreux renseignements sur
la nature des interactions non-linéaires entre échelles très différentes pouvant
simultanément être résolues numériquement. Nous tenterons en particulier de
répondre aux questions suivantes. Quelles sont les propriétés qualitatives, sta-
tistiques et spectrales de l’écoulement observé lorsqu’on lui laisse « de la place »
horizontalement ? Peut-on mettre en évidence des interactions collectives entre
petites échelles, comme il a été suggéré par Cattaneo et al. (2001) ?

Nous nous demanderons ensuite dans quelle mesure les structures observées
dans la simulation peuvent être reliées aux structures visibles dans la photo-
sphère solaire. Nous tenterons d’identifier les mécanismes responsables de la for-
mation de structures d’échelles différentes dans la simulation et de les rattacher
dans la mesure du possible aux mécanismes à l’œuvre dans la photosphère. Pour
cela, nous présenterons une comparaison avec des simulations de convection ra-
diative à grand rapport d’aspect réalisées par Rieutord et al. (2002), qui utilisent
un modèle plus réaliste que le polytrope à proximité de la surface.

Nous essaierons finalement de tirer les conclusions de cette expérience pour le
problème des relations entre granulation, mésogranulation et supergranulation.
Les résultats obtenus peuvent-ils en particulier nous aider à savoir si la supergra-
nulation est issue d’un mécanisme non-linéaire agissant à la surface solaire (via
une instabilité à grande échelle de la granulation) ou si son existence repose sur
d’autres phénomènes physiques ?

Ce travail a été réalisé en collaboration étroite avec François Lignières. Il a
été discuté à plusieurs reprises avec notamment Michael Proctor, Nigel Weiss et
Bernd Freytag, que je souhaite tout particulièrement remercier ici.
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4.2 La simulation

4.2.a Paramètres physiques et numériques

Les notations employées ici sont celles des chapitres 2 et de l’annexe A. Les
paramètres de la simulation sont les suivants : le rapport d’aspect vaut A = 42.6,
l’index polytropique est m = 1 (stratification instable). Une stratification initiale
zo = 0.5 est appliquée, correspondant à un contraste de densité ρb/ρt = 3 entre
le bas et le haut (la surface) de la couche. Le nombre de Prandtl est Pr = 0.3, et le
nombre de Rayleigh est R = 3 105. Dans cette configuration, on trouve alors Λ =
1.012 106 et Ck = 1.4 10−3. Au profil thermodynamique initial, on ajoute comme
conditions initiales des perturbations aléatoires de vitesse, densité et température.

Les conditions aux limites sont stress-free et impénétrables pour la vitesse sur
les deux parois. Une température zo = 0.5 constante est imposée au niveau de la
plaque supérieure, tandis qu’un flux thermique constant (γ Λ)/((γ − 1)(m + 1)),
correspondant à un gradient de température de -1 dans le système d’unités choisi,
est imposé en bas de la couche (cf. équation (2.13), chapitre 2). Avec ces conditions
aux limites, les paramètres physiques du modèle et le nombre de Rayleigh choisi,
la configuration est approximativement 640 fois supercritique du point de vue de
l’instabilité convective.

La résolution utilisée pour atteindre ce rapport d’aspect est 1024 × 1024 × 82
(1024 points dans chaque direction horizontale). Le schéma compact d’ordre 6
est utilisé dans la direction verticale, un dealiasing coupant le dernier tiers des
modes de Fourier horizontaux est appliqué à chaque pas de temps. L’avance-
ment en temps est réalisé avec le schéma complètement explicite de Runge-Kutta
d’ordre 3. Aucune hyperviscosité n’est ajoutée. Cette simulation a été réalisée sur
64 processeurs Power 4 cadencés à 1.7 GHz de l’IBM SP4 de l’IDRIS. Elle a néces-
sité 60 000 heures de calcul et à produit plus de 400 Go de données.

4.2.b Commentaires

La stratification en densité appliquée n’est pas très importante dans cette ex-
périence. En raison du choix d’une viscosité dynamique et d’une conductivité
thermique constantes, imposer de très faibles densités en surface revient à aug-
menter considérablement la diffusion dans ces couches et donc à diminuer for-
tement les pas de temps correspondants. Le choix d’une stratification modeste a
donc été fait pour éviter ce genre de désagréments qui auraient rendu le calcul
prohibitif. Cependant, pour le contraste de densité choisi, on observe déjà une
bonne partie des effets de la compressibilité dans le problème linéaire de l’insta-
bilité convective (voir par exemple la figure 3.5, chapitre 3 : Q = 0 et 1/zo = 2
correspond à la région de transition entre le régime incompressible et le régime
infiniment stratifié), si bien que l’on peut espérer capturer une bonne partie des
effets de la stratification en densité avec cette valeur.
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La combinaison R = 3 105, Pr = 0.3 provient de simulations de Cattaneo et al.
(1991) avec un rapport d’aspect A = 6. Dans cette étude les auteurs considéraient
que ce jeu de paramètres était le minimum requis pour obtenir un écoulement
présentant un début de loi de puissance pour les spectres.

Remarquons également que pour les paramètres choisis, les pas de temps re-
quis pour résoudre les ondes sonores et la diffusion sont du même ordre de gran-
deur. L’utilisation d’un schéma implicite sur la diffusion dans ce cas est donc d’un
intérêt limité, puisque c’est la condition CFL qui détermine de toute façon le pas
de temps.

4.2.c Définition des spectres
Dans ce chapitre, il sera à de nombreuses occasions question de spectres tur-

bulents. Nous définissons donc de la manière suivante le spectre pour la quantité
de mouvement E(k, z) et pour la température Eθ(k, z) :

E(k, z) =

∫

Ωk

∣∣∣(̂ρv)k(z)
∣∣∣
2

k dΩk (4.1)

et
Eθ(k, z) =

∫

Ωk

∣∣∣T̂k (z)
∣∣∣
2

k dΩk. (4.2)

Le chapeau signifie qu’on a pris la transformée de Fourier 2D horizontale des
champs et dΩk correspond à l’intégration sur les angles des vecteurs d’onde
k dans le plan horizontal. Ces spectres dépendent de la profondeur. On peut

alors définir les spectres intégrés E(k) =

∫ 1

0
E(k, z)dz et Eθ(k) =

∫ 1

0
Eθ(k, z)dz

(noter que sur certaines figures, ces dernière notations sont utilisées pour dési-
gner E(k, z) et Eθ(k, z)). Dans tout ce qui suit, les vecteurs d’onde horizontaux
sont normalisés par rapport au plus petit vecteur d’onde de la boîte kmin = 2π/A
et sont donc entiers. Le mode k = 1 est la composante à plus grande échelle, tan-
dis que k = 42 correspond à une longueur d’onde à peu près égale à l’épaisseur
du domaine de simulation.

4.3 Description de l’écoulement

Nous allons à présent décrire l’évolution temporelle de la simulation et la
structure de la convection. L’ensemble de l’expérience couvre 0.7 temps de relaxa-
tion thermique vertical (basé sur la valeur de la diffusivité en bas de la couche), ce
qui correspond à environ douze temps de retournement de la convection. Dans
toute la suite les cartes de couleurs sont établies avec une échelle linéaire. Celles-
ci sont telles que la valeur de la quantité représentée est plus élevée que la valeur
moyenne dans les zones claires et plus faible que la valeur moyenne dans les
zones sombres.
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FIG. 4.1 – Taux de croissance Γ de l’instabilité convective dans le régime linéaire,
pour tous les modes possibles dans une couche de rapport d’aspect A = 42.6 et
pour les paramètres et les conditions aux limites donnés au paragraphe 4.2.a.

4.3.a Évolution temporelle

Croissance linéaire

Initialement, les perturbations introduites sont petites et on s’attend à obser-
ver la croissance linéaire du mode le plus instable de la boîte. Les taux de crois-
sance de l’instabilité en fonction du vecteur d’onde pour les paramètres phy-
siques de cette simulation sont représentés sur la figure 4.1. Le plus instable
d’entre eux est le mode k = 45. On observe effectivement l’apparition de cellules
correspondant à ce vecteur d’onde au début de la simulation, comme le montre
la carte de température de la figure 4.2 et le spectre correspondant figure 4.3. Le
mode k = 45 correspond à une longueur d’onde λ = 0.95 (cellules de taille hori-
zontale à peu près égale à l’épaisseur du domaine de simulation).

Tous les modes avec k < 163 sont instables. Les modes à grande échelle k < 7
ont pour leur part des taux de croissance suffisants pour croître sur une échelle
de temps similaire au temps de relaxation thermique dans la direction verticale.

Évolution non-linéaire

Après que la saturation non-linéaire est atteinte pour le mode le plus instable
linéairement, une évolution nette de l’échelle qui domine le spectre énergétique-
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FIG. 4.2 – Carte des perturbations de température observées près de la surface
(z = 0.87) et sur deux tranches latérales, pendant la phase de croissance li-
néaire (t = 0.032). Le motif visible correspond à un vecteur d’onde caractéris-
tique k = 45. Le rapport d’aspect de la représentation correspond à celui de la
simulation.

FIG. 4.3 – Spectre de la quantité de mouvement et de la température près de la
surface (z = 0.87) pendant la phase de croissance linéaire (t = 0.018 ici).
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FIG. 4.4 – Évolution temporelle de l’échelle intégrale (à l’altitude z = 0.87), don-
née par l’équation (4.3). Une valeur quasi-stationnaire Lint ∼ 7 est atteinte pour
t > 0.4.

ment est observée. On constate en effet que l’échelle intégrale

Lint(z) =
π

2

∫ 2/3 kmax

0
k−1 E(k, z) dk

∫ 2/3 kmax

0
E(k, z) dk

(4.3)

croît sensiblement (figure 4.4). La dynamique spectrale de cette croissance sera
analysée de manière détaillée au paragraphe 4.4.b. Notons simplement pour le
moment que les taux de croissance effectifs des modes à grande échelle Γeff(k) =
1/2 d ln E(k)/dt sont fortement réduits (figure 4.5) comparativement à leur va-
leur dans le régime linéaire (figure 4.1). L’énergie des modes avec k > 45 est
quant à elle pratiquement constante aux temps longs (figure 4.6).

On peut observer visuellement la croissance des échelles dominant les spec-
tres sur la figure 4.7, sur laquelle on a représenté pour quatre temps différents une
carte des perturbations de température au milieu de la couche de convection. On
voit très clairement que les cellules ont une taille de plus en plus en importante,
de la croissance linéaire jusqu’à la phase de saturation. Le phénomène de dé-
veloppement des grandes échelles est également très apparent sur les spectres de
température et de quantité de mouvement pris à une profondeur fixée (figure 4.8).

On peut finalement s’intéresser à l’évolution de l’apparence visuelle du pro-
fil vertical de la convection au cours du temps, en regardant une coupe verti-
cale des perturbations de température (figure 4.9). Les structures dominantes cor-
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FIG. 4.5 – Évolution des taux de croissances effectifs Γeff = 1/2 d ln E(k)/dt pour
différents vecteurs d’onde.

FIG. 4.6 – Évolution de E(k) pour plusieurs k. Les modes avec k > 20 sont station-
naires très rapidement après la phase de croissance linéaire, tandis que les modes
à grande échelle croissent sur des échelles de temps plus longues.
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FIG. 4.7 – De gauche à droite et de haut en bas, évolution temporelle des cartes
de température prises près du milieu de la zone convective (z = 0.63). La taille
caractéristique des cellules visibles à cette profondeur augmente progressivement
et sature à une mésoéchelle L ∼ 7.
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FIG. 4.8 – De gauche à droite et de haut en bas, spectres de température et de
quantité de mouvement à différents temps pour z = 0.87, mettant en évidence la
croissance progressive de l’échelle d’injection dans le régime non-linéaire.
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respondent à des panaches convectifs froids (sombres) descendants intenses qui
s’étendent sur toute l’épaisseur de la couche. Ces panaches s’identifient aux cel-
lules visibles sur la figure 4.7. Comme le montrent l’ensemble des figures pré-
cédentes, ces panaches ont tendance à s’organiser sur des échelles spatiales hori-
zontales de plus en plus grandes et, de par leur intensité, ils structurent fortement
la forme de l’écoulement aux différentes profondeurs. On peut également remar-
quer, en anticipant les paragraphes suivants, la présence de nombreux panaches
descendants de petite taille sous la surface, qui sont générés dans la couche limite
thermique.

4.3.b Régime quasi-stationnaire

Comportement à différentes profondeurs

Au-delà de l’analyse de l’évolution temporelle de l’écoulement, la figure 4.9
recèle de nombreuses informations sur l’organisation en profondeur de la convec-
tion compressible, que nous allons maintenant analyser. En complément de cette
représentation nous utiliserons également la figure 4.10. Une telle description
existe en partie dans la littérature pour des simulations à plus faible rapport d’as-
pect (Toomre et al. 1990, Cattaneo et al. 1991) et nous insisterons ici sur les points
les plus intéressants du point de vue du problème posé, à savoir l’apparence de
la surface et la structuration des grandes échelles.

En surface, on observe une structure « granulaire » très nette, qui correspond
à une couche limite thermique. Cette structure correspond aux panaches peu pro-
fonds observés auparavant dans les coupes verticales de la figure 4.9. La vorticité
à proximité de la surface est principalement verticale en raison des conditions aux
limites de vitesse choisies. La divergence horizontale du champ de vitesse exhibe
quant à elle une apparence proche de la carte de température.

On peut voir que la structure de la convection au bas de la couche est com-
plètement différente de celle en haut. Près de la plaque inférieure, les fluctuations
de température se concentrent sur un réseau de points brillants correspondants à
l’écoulement montant aux mésoéchelles identifiées sur la figure 4.7. La différence
haut/bas est principalement due à l’asymétrie créée par la stratification en den-
sité, qui impose des écoulements descendants plus vigoureux et une largeur ca-
ractéristique plus petite que celle des panaches ascendants. Pour des simulations
de type Boussinesq, on observerait au contraire le même motif au niveau des deux
plaques, à un déphasage près (phénomène de dualité). On pourrait penser que la
différence de comportement entre le haut et le bas de la couche dans ce type de
simulation est lié au fait que la viscosité cinématique varie de manière importante
avec la profondeur, mais Toomre et al. (1990) ont montré qu’un comportement si-
milaire était observé pour des simulations utilisant la méthode PPM de Porter et
Woodward (1994), qui offre semble-t-il une viscosité cinématique constante.

Dans les couches intermédiaires, une disparition progressive de l’échelle gra-
nulaire et l’apparition du motif mésoéchelle sont observées. En revanche, il est
frappant de constater que dans les couches du milieu, si la température revêt une
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FIG. 4.9 – De haut en bas, évolution temporelle des perturbations de température
au travers de la zone convective pour une abscisse x fixée (le rapport d’aspect de
la figure diffère du rapport d’aspect réel de la simulation, la coupe ayant été com-
primée dans la direction horizontale). Les panaches descendants, présents sur
toute l’épaisseur de la couche, s’organisent sur des échelles horizontales de plus
en plus grandes au cours du temps. De nombreux petits panaches sont également
visibles sous la surface.
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z = 0.99 z = 0.63

FIG. 4.11 – Spectres de température et de vitesse près de la surface (à gauche) et
près du milieu de la couche. Seul le spectre de vitesse remonte aux échelles k ∼ 40
en profondeur, ce qui était apparent sur les représentations de la figure 4.10.

apparence assez douce, le champ de vitesse et la vorticité exhibent des structures
nettement plus petites. Cet effet est visible sur les spectres de la figure 4.11. Le
spectre de la quantité de mouvement, contrairement au spectre de température,
possède une grosse « bosse » au milieu de la couche, centrée sur des échelles cor-
respondant à peu près à la profondeur de la boîte. Comme ce comportement se
retrouve dans des simulations réalisées avec un nombre de Prandtl de 1, il s’agit
plus probablement d’une différence de comportement entre la cascade hydrody-
namique et la cascade de température.

La couche limite thermique

• Dissipation des fluctuations thermiques et granules. L’apparition de
motifs granulaires en surface (jusqu’à z = 0.8, soit 20 % de la profondeur de la
couche), comme nous l’avons mentionné auparavant, est liée à une couche limite
thermique. La figure 4.12 illustre clairement la différence entre le motif de surface
et en profondeur, à l’échelle de la simulation complète. Pour quantifier cet effet, il
est possible de calculer le taux moyen de dissipation des fluctuations thermiques
θ,

N(z) = ∑
i

κ (∂iθ)2 , (4.4)

en fonction de la profondeur (figure 4.13). Au contact avec la plaque supérieure,
qui est thermiquement conductrice, de forts gradients verticaux de température
sont présents, si bien que la dissipation des fluctuations de température y est
beaucoup plus efficace qu’au centre de la couche. En revanche, au bas de la zone,
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z = 0.99 (surface) z = 0.87

z = 0.5 z = 0.38

z = 0.25 z = 0.13

FIG. 4.10 – De haut en bas et de gauche à droite, évolution de diverses quantités
physiques avec la profondeur, pour un morceau du plan de taille 10 × 10. Pour
chaque mosaïque, on a représenté dans le quart supérieur gauche les perturba-
tions de température, dans le quart supérieur droit la norme de la vorticité hori-
zontale, dans le quart inférieur gauche la norme de la vorticité verticale, et dans
le quart inférieur droit la valeur de la divergence horizontale de l’écoulement à la
profondeur spécifiée.
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FIG. 4.12 – Comparaison entre une carte des fluctuations de température pour une
couche superficielle (z = 0.99, à gauche) et une couche en profondeur (z = 0.63, à
droite). La mésoéchelle est visible sur les deux représentations tandis que la petite
échelle granulaire se forme uniquement à proximité de la surface.

où la dérivée verticale des perturbations de température est fixée à zéro, il n’y a
pas de formation de couche limite de température.

• D’autres conditions aux limites. Nous avons étudié l’effet de la condi-
tion aux limites de température en réalisant deux simulations à rapport d’aspect
10 (résolution 256 × 256 × 82) sur l’Origin 3800 du CINES, avec une stratification
plus forte zo = 0.1, Pr = 1 et R = 105. Dans la première simulation, le flux est
fixé en bas et la température en haut (cas identique à la grande simulation). Dans
le deuxième cas, le flux est fixé au niveau des deux plaques. Les profils de N
correspondants sont donnés figure 4.14.

L’apparence visuelle de la convection en surface est modifiée par cet effet, les
fluctuations à l’échelle granulaire étant plus importantes dans le cas où la tem-
pérature est fixée (figure 4.15). Dans le cas du flux fixé, la mésoéchelle ressort de
manière plus prononcée près de la surface, alors qu’elle se mélange aux granules
dans le cas de la température fixée.

Il ressort de cette analyse que l’apparence visuelle des zones superficielles
est fortement dépendante de la condition aux limites de température choisie et
qu’une condition de type température fixée aboutit à la formation d’une « cou-
verture » qui masque plus efficacement la dynamique dans les zones profondes.
Cette remarque doit être gardée en mémoire en prévision de la comparaison de la
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FIG. 4.13 – Taux de dissipation thermique N donné par l’équation (4.4) en fonction
de l’altitude z.

simulation avec des simulations avec radiation utilisant des profils d’opacité plus
réalistes (paragraphe 4.5.a) et de la discussion sur l’extrapolation des résultats de
l’expérience numérique à la physique de la photosphère (paragraphe 4.5.b). Une
autre remarque est qu’il faut toujours être méticuleux lors de l’analyse des résul-
tats de ce type de simulations, car les conditions aux limites peuvent influencer
significativement l’interprétation.

Caractéristiques de la turbulence

Ce paragraphe est destiné à donner une idée du régime de turbulence simulé
dans notre expérience. Dans le régime quasi-stationnaire, le nombre de Reynolds

Re(z) =
vr.m.s.

Pr
, (4.5)

basé sur la vitesse r.m.s à l’altitude z et l’épaisseur de la couche, est proche de 120
près de la plaque supérieure (où la viscosité est la plus importante), et de 450 au
niveau de la plaque du bas (figure 4.16 et 4.17).

Le nombre de Nusselt, calculé à partir de l’équation (2.17), est proche de 5, ce
qui situe la simulation dans un régime de turbulence plutôt « molle », si l’on se
réfère à la classification donnée par exemple dans le travail de Heslot et al. (1987),
dont une illustration est reproduite figure 4.18.
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FIG. 4.14 – Comparaison entre le taux de dissipation des fluctuations thermiques
au travers d’une couche de rapport d’aspect A = 10 fortement stratifiée (zo = 0.1,
Pr = 1, R = 105, m = 1) pour une condition aux limites supérieure de type
température fixée (à gauche) et une condition aux limites de type flux thermique
fixé (à droite). Dans les deux cas, le flux thermique est fixé en bas.

FIG. 4.16 – Profil vertical du nombre de Reynolds r.m.s. donné par l’équation (4.5).
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z = 0.99, température fixée z = 0.99, flux fixé

z = 0.5, température fixée z = 0.5, flux fixé

FIG. 4.15 – Comparaison entre des cartes de fluctuations de température proche
de la surface (z = 0.99, en haut) et au milieu (z = 0.5, en bas) pour des simulations
à rapport d’aspect 10, dans le cas d’une condition aux limites de type tempéra-
ture fixée (à gauche) ou de flux thermique fixé (à droite) au niveau de la plaque
supérieure. Dans le premier cas, l’existence de la couche limite donne une appa-
rence visuelle de la surface dominée par les petites échelles, tandis que dans le
deuxième cas, la mésoéchelle visible en z = 0.5 reste très apparente en surface.
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FIG. 4.17 – Évolution temporelle du nombre de Reynolds de l’équation (4.5) à
trois altitudes différentes.

FIG. 4.18 – Transition schématique vers la convection turbulente dans l’hélium
pour un rapport d’aspect de l’ordre de 1 (extrait de Heslot et al. (1987)). Selon
cette classification, notre simulation se situerait au niveau du régime chaotique.
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FIG. 4.19 – Fonction de densité de probabilité de la vitesse à trois altitudes dif-
férentes. Les traits plein et pointillé correspondent aux deux composantes de la
vitesse horizontale et les tirets à la vitesse verticale.

Finalement, le nombre de Mach basé sur la vitesse r.m.s et la vitesse du son à
chaque profondeur vaut environ 0.1 dans les zones profondes et atteint au maxi-
mum 0.15 en surface, où la vitesse du son est la plus petite. Les effets acoustiques
restent donc relativement faibles dans cette simulation.

Statistiques de l’écoulement

Pour terminer cette partie sur l’analyse de l’écoulement dans l’espace réel, re-
gardons les statistiques turbulentes qui permettent de quantifier des phénomènes
tels que l’intermittence. La fonction de densité de probabilité de la vitesse verti-
cale (figure 4.19) près de la surface révèle à son tour l’asymétrie entre les parties
montantes et descendantes de l’écoulement : la surface couverte par les panaches
descendants est plus faible, ce qui explique le pic (c’est d’ailleurs une inflexion)
plus faible en vitesse négative qu’en vitesse positive. D’autre part, l’intensité des
panaches descendants est plus grande, ce qui se traduit par un pic de vitesses né-
gatives situé à une valeur absolue de vitesse plus élevée que celle du pic du côté
positif.

Les p.d.f. sur les dérivées ou les incréments de la vitesse sont plus révéla-
trices de l’intermittence de l’écoulement. Nous représentons ici les p.d.f. des trois
composantes de la vorticité (figure 4.20). Celles-ci s’éloignent sensiblement d’un
profil gaussien. Deux points importants sont à signaler. Tout d’abord, la p.d.f. de
vorticité verticale est nettement plus semblable à celles de la vorticité horizontale
au milieu de la couche que près des parois. Cette ressemblance en profondeur
entre les différentes composantes de vorticité, qui était déja plus ou moins visible
sur les mosaïques de la figure 4.10, semble indiquer que l’effet des conditions
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FIG. 4.20 – Fonction de densité de probabilité de la vorticité à trois altitudes dif-
férentes. Les traits plein et pointillé correspondent aux deux composantes de la
vorticité horizontale et les tirets à la vorticité verticale.

aux limites est plus faible dans cette zone. La deuxième remarque concerne la
forme de la p.d.f. de la vorticité verticale près du haut de la couche. Les évène-
ments de forte intensité y sont favorisés par rapport au milieu de la couche. Ils
correspondent à des dipôles de vorticité intenses situés au niveau des vertex de
l’écoulement (figure 4.21). Cet effet d’intensification du moment cinétique verti-
cal dans les panaches descendants étroits avait déjà été observé par Toomre et al.
(1990), et pourrait avoir des conséquences sur la structure à très grande échelle
de l’écoulement (nous y reviendrons ultérieurement). Notons que cet effet d’am-
plification de l’intermittence en surface est également observé sur le champ ma-
gnétique dans les simulations réalisées par Emonet et Cattaneo (2001) et Cattaneo
et al. (2003).

Finalement, la p.d.f. de température (figure 4.22) est assez similaire à celle
observée dans des expérience de convection à nombre de Rayleigh assez faible
et n’exhibe pas vraiment d’ailes exponentielles, ce qui confirme que le régime de
l’écoulement n’est pas complètement turbulent.

4.4 Analyse dans l’espace de Fourier

Jusqu’à présent, nous nous sommes principalement intéressés aux propriétés
de la turbulence dans l’espace réel. Celle-ci est caractérisée à la fois par une forte
anisotropie et une forte inhomogénéité. Afin de compléter cette description, nous
allons maintenant nous concentrer sur une analyse dans l’espace de Fourier et sur
la description des spectres de quantité de mouvement et de température définis
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FIG. 4.22 – À gauche : fonction de densité de probabilité de la fluctuation de tem-
pérature près de la surface et au milieu de la couche. À droite : fonctions de den-
sité de probabilité expérimentales pour différents nombres de Rayleigh, obtenues
pour de la convection dans l’hélium (Sano et al. 1989).
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FIG. 4.21 – Cartes de l’intensité de la vorticité verticale près de la surface. À
gauche : plan complet à z = 0.99. À droite : zoom sur une mésocellule délimi-
tée par plusieurs monopôles et dipôles intenses de vorticité (autour de x = 25,
y = 9).

au paragraphe 4.2.c. Dans le paragraphe qui suit, il sera question uniquement des
spectres à une profondeur fixée calculés dans le régime stationnaire. Nous tente-
rons ensuite d’étudier le bilan d’énergie dans l’espace spectral afin de déterminer
l’origine des mésoéchelles de la simulation.

4.4.a Quelle loi de puissance pour les spectres ?

La théorie Bolgiano-Oboukhov (BO59)

Pour commencer, il est légitime de se demander quel type de loi de puis-
sance devrait être observé dans une simulation de convection comme celle-ci.
En particulier, une description de type Kolmogorov 41 (K41) est-elle adéquate
pour un écoulement aussi anisotrope ? Nous avons déjà évoqué ce point au pa-
ragraphe 1.5.c du chapitre 1. La réponse donnée par Nordlund et al. (1997) est
négative. Voyons ce qu’il en est exactement ici1.

Dans la théorie K41, l’hypothèse essentielle pour l’analyse dimensionnelle est
que les propriétés de la turbulence ne dépendent que du taux de dissipation (ou

1Nous raisonnerons uniquement sur des théories pour le fluide incompressible. Passot et Pou-
quet (1987) ont trouvé pour le fluide compressible des corrections aux exposants de l’ordre de M2.
Le nombre de Mach dans cette simulation ne dépassant pas 0.15, cette hypothèse simplificatrice
ne devrait pas poser de problème particulier ici.
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de production) moyen des fluctuations de vitesse, qui vaut

〈ε〉 = Pr ∑
i,j

〈
(∂ivj)

2
〉

(4.6)

dans le système d’unités utilisé. La seule possibilité offerte par l’analyse dimen-
sionnelle est que les spectres de vitesse et d’un scalaire passif θ soient de la forme

E(k) ∼ 〈ε〉2/3 k−5/3 ,

Eθ(k) ∼ 〈ε〉−1/3 〈N〉 k−5/3 .
(4.7)

L’analyse pour le scalaire passif est faite par exemple dans le livre de Tennekes et
Lumley (1972), voir aussi Warhaft (2000). N a été défini auparavant dans l’équa-
tion (4.4).

Il existe une théorie intégrant les effets de la stratification et de l’activité d’un
scalaire comme la température. Il s’agit de la théorie de Bolgiano et Oboukhov
(Oboukhov 1959, Bolgiano 1962). Lorsque la température est active (dans un mi-
lieu stratifié de manière stable ou instable), la grandeur caractéristique du cou-
plage dans l’équation de la quantité de mouvement doit être incorporée dans
l’analyse dimensionnelle. Pour la convection dans l’approximation de Boussi-
nesq, par exemple, le coefficient αg intervient. Sinon, on peut prendre le para-
mètre G = g/T où T est la moyenne horizontale de la température à la profon-
deur considérée. On suppose alors que le taux de dissipation moyen des fluc-
tuations thermique 〈N〉 est constant (par un argument similaire à l’hypothèse de
K41) et que 〈ε〉 n’intervient plus, ce qui permet d’aboutir aux lois de puissance
(dites de Bolgiano-Oboukhov) suivantes :

E(k) ∼ 〈N〉2/5 G4/5 k−11/5 ,

Eθ(k) ∼ 〈N〉4/5 G−2/5 k−7/5 .
(4.8)

Dans la théorie telle qu’elle est formulée à l’heure actuelle, il semble impossible
d’obtenir un spectre en k−7/5 pour la température sans obtenir un spectre en
k−11/5 pour la vitesse. Remarquons en passant que la théorie reposait initialement
sur l’analyse dimensionnelle, mais que des justifications utilisant des arguments
de conservation de l’entropie ont été données (Procaccia et Zeitak 1990, L’vov
1991, Yakhot 1992).

Le problème suivant est de déterminer les régions du spectre où des lois de
type BO59 ou K41 devraient être observées. Dans la région du spectre de Bol-
giano, il doit en principe exister un équilibre dominant entre les termes inertiels
et la force d’Archimède. Le recouvrement entre les deux théories K41 et BO59
s’effectue lorsque les forces de viscosité deviennent du même ordre de grandeur
que la flottabilité. On écrit alors l’égalité entre les spectres (4.7)-(4.8), ce qui per-
met d’obtenir l’expression de l’échelle caractéristique de recouvrement (à un fac-
teur de l’ordre de l’unité sans dimension près), qui s’appelle l’échelle de Bolgiano
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(Monin et Yaglom 1971, Benzi et al. 1998). Il vient

LB(z) =
〈ε〉5/4

〈N〉3/4 G3/2
, (4.9)

qui peut se mettre sous la forme (Chillá et al. 1993) sans dimension

LB(z) =
Nu1/2

(R Pr)1/4 . (4.10)

Les mouvements à des échelles plus petites que LB sont en principe décrits par
une turbulence de type K41, et ceux à grande échelle par des lois de puissance
BO59.

Cette théorie a été vérifiée principalement par des expériences (voir par exem-
ple Chillá et al. (1993)). Une expérience à faible nombre de Prandtl (Cioni et al.
1995) n’a pas permis de mettre en évidence de spectre de Bolgiano, confirmant
la dépendance qualitative vis-à-vis de Pr dans l’équation (4.10). Récemment, plu-
sieurs simulations numériques ont mis en évidence des spectres BO59 dans des
domaines de rapport d’aspect de l’ordre de 1 (Calzavarini et al. 2002, Verzicco et
Camussi 2003). Expérimentalement, la loi en k−7/5 pour la température est sou-
vent observée mais la loi en k−11/5 pour la vitesse est obtenue plus rarement.
Dans le travail de Verzicco et Camussi (2003) (simulation de convection à grand
nombre de Rayleigh), un spectre en k−5/3 pour la vitesse cohabite avec un spectre
en k−7/5 pour la température, ce qui bien évidemment pose problème à la théorie.

Le domaine d’application de la théorie BO59 (hypothèses sur les propriétés
de l’écoulement, régimes d’observation) reste fort mal compris. Shraiman et Sig-
gia (1990), Siggia (1994), par exemple, ont prétendu qu’il ne s’agissait pas d’une
théorie asymptotique à grand nombre de Rayleigh. Il nous semble cependant in-
téressant de mentionner que les simulations à grand rapport d’aspect sont très
intéressantes pour tester cette théorie, compte-tenu du critère d’échelles r > LB
donné ci-dessus.

Application à la simulation A = 42.6

Nous avons calculé l’échelle de Kolmogorov (ou de dissipation) et de Bolgiano
à partir des moyennes horizontales N et ε (figure 4.24) au lieu des moyennes
d’ensemble 〈N〉 et 〈ε〉. Dans le système d’unités choisi, rappelons que l’échelle de
Kolmogorov est déterminée par

LD =

(
Pr3

ε

)1/4

. (4.11)

Les résultats pour la dépendance verticale de LB et LD sont représentés sur
la figure 4.23. À toutes les profondeurs, l’échelle de Kolmogorov est beaucoup
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FIG. 4.23 – Échelle de Bolgiano (LB, à gauche) et de Kolmogorov (LD, à droite) en
fonction de l’altitude, exprimées en unités de hauteur d du domaine de simula-
tion.

FIG. 4.24 – Taux de dissipation des fluctuations de température N (à gauche) et
des fluctuations de vitesse ε (à droite) pour la simulation de rapport d’aspect
A = 42.6 en fonction de l’altitude.
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plus petite que l’échelle de Bolgiano. Cette dernière est elle-même petite par rap-
port à la dimension horizontale du domaine de simulation. Il devrait donc en
principe être possible d’observer des lois de puissance de type BO59 dans cette
simulation. En passant, on peut voir que l’échelle de Kolmogorov calculée ici
est bien comparable à l’échelle de maille choisie dans la direction horizontale
∆x = 42.6/1024 ' 0.04. Des tests utilisant moins de points et le même régime
de paramètres avaient abouti à une instabilité de la simulation.

En pratique, nous avons observé que les spectres ne possédaient pas toujours
de loi de puissance nette en dépit de la valeur du nombre de Reynolds et du
nombre de modes relativement importants de la simulation (340 compte-tenu de
la troncature à 2/3) et que les pentes observées pouvaient dépendre assez forte-
ment de la profondeur à laquelle le spectre était calculé. La figure 4.25 représente
les spectres de quantité de mouvement2 et de température pris à trois altitudes
différentes et multipliés par k5/3 ou k11/5 pour la quantité de mouvement et par
k5/3 ou k7/5 pour la température, de telle manière que la loi de puissance se mani-
feste sous la forme d’un plateau. À proximité de la surface, le spectre de quantité
de mouvement se rapproche de k−5/3. En revanche il n’y a pas de loi apparente
pour le champ de température. L’explication à cela est que la couche limite ther-
mique fait apparaître des petites échelles autour de k = 40. Vers le milieu de la
couche, en revanche, on observe une remontée du spectre de quantité de mou-
vement aux échelles 10 < k < 100. Le spectre de température, pour sa part, est
nettement mieux ajusté avec une loi en k−7/5 que par une loi en k−5/3. Cette ten-
dance reste visible jusqu’au bas de la couche. On retrouve là encore une certaine
homogénéité pour les statistiques de la température quand on se dirige vers le
bas. En revanche, le spectre de quantité de mouvement évolue vers le bas de la
couche et une loi de puissance avec un exposant inférieur à 5/3 en valeur absolue
(k−1 ?) est observé dans cette région.

Hormis dans la couche limite supérieure, un spectre en k−7/5 pour la tempé-
rature semble donc être réalisé sur une décade, tandis que le spectre de vitesse
ne se rapproche en aucun cas de k−11/5. Cette situation pourrait être semblable à
celle observée par Verzicco et Camussi (2003) ou dans certains expériences. Des
simulations à grand rapport d’aspect 2D en cours de réalisation semblent mon-
trer que pour des régimes légèrement plus turbulents (R = 3 106) avec les mêmes
paramètres que dans la grande simulation, on observe toujours un spectre en
k−7/5 pour la température mais qu’un spectre de quantité de mouvement en k−3,
caractéristique de la turbulence 2D, se forme pour la vitesse.

Dans tous les cas, comment un tel spectre de température peut exister sans
son cousin en k−11/5 pour la quantité de mouvement reste une énigme pour la
théorie actuelle, et des investigations plus poussées sont nécessaires. Une analyse
basée sur l’Extended Self Similarity (ESS, voir Benzi et al. (1993, 1995)) pourrait
s’avérer utile pour les simulations. Cette théorie permet en effet de découvrir des
comportements autosimilaires dans des régimes peu turbulents lorsque des lois

2Nous n’avons pas observé de variation significative entre les spectres de vitesse et de quantité
de mouvement.
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FIG. 4.25 – Spectres pour la quantité de mouvement (à gauche) et pour la tem-
pérature (à droite) compensés par les exposants K41 ou BO59. La profondeur à
laquelle chaque spectre a été calculé augmente de haut en bas.
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de puissance ne sont pas observées pour les fonctions de structure (ou de manière
équivalente pour les spectres), et a déjà permis de trouver des exposants de type
Bolgiano pour des expériences de convection (Benzi et al. 1994).

4.4.b Dynamique et transfert non-linéaire dans l’espace spectral
Nous allons à présent revenir sur l’origine des mésoéchelles observées dans la

simulation. Le paragraphe 4.3.b a permis de mettre en évidence que ces panaches
s’étendaient sur toute la profondeur du domaine, contrairement aux échelles gra-
nulaires (voir aussi la figure 4.9). Au chapitre 1, nous avions également décrit
les résultats de Cattaneo et al. (2001), qui avaient mis en évidence un phéno-
mène comparable dans des simulations Boussinesq. Ils avaient simplement émis
l’hypothèse d’interactions collectives entre petites échelles pour expliquer leur
existence. Pour savoir si cette supposition était correcte, nous avons donc es-
sayé d’analyser la dynamique de l’écoulement dans l’espace spectral horizontal
et de mesurer les effets des termes de transfert non-linéaire au niveau des grandes
échelles.

Nous partons des équations de la quantité de mouvement (équation (2.1) com-
binée à l’équation (2.2), chapitre 2) dont on prend la transformée de Fourier ho-
rizontale, et dont on extrait la composante solénoïdale (qui est largement domi-
nante dans une simulation comme la nôtre où le nombre de Mach reste faible)
en appliquant un opérateur de projection. L’équation obtenue est ensuite multi-
pliée par le complexe conjugué de la composante solénoïdale de la quantité de
mouvement (̂ρv)

∗s puis intégrée sur Ωk et z, ce qui permet d’obtenir l’équation
d’évolution pour le spectre unidimensionnel solénoïdal Es(k) :

∂tEs(k) = T(k) + F(k) + Dν(k) , (4.12)

avec

T(k) = −2<
{∫ 1

0

∫

Ωk
(̂ρv)

∗s
k · P̂

[
̂∇ · (ρvv)k

]
k dΩk dz

}
, (4.13)

F(k) = −2<
{∫ 1

0

∫

Ωk
(̂ρv)

∗s
k · P̂ [ρ̂k Λ ez] k dΩk dz

}
(4.14)

et

Dν(k) = 2<
{∫ 1

0

∫

Ωk
(̂ρv)

∗s
k · P̂

[
Pr ∆̂ vk +

Pr
3

∇̂(∇ · v)k

]
k dΩk dz

}
. (4.15)

Dans les équations précédentes, P̂ représente l’opérateur de projection

P ≡ Id − ∇∆−1
∇· (4.16)

agissant sur des fonctions de k et z, et < désigne la partie réelle. T(k) représente le
terme de transfert non-linéaire, F(k) est le forçage par la poussée d’Archimède, et
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Dν(k) caractérise la dissipation de l’énergie cinétique par viscosité. En appliquant
une procédure similaire pour l’équation de température, on trouve que

∂tEθ(k) = L(k) + N(k) + Dκ(k) + Vν(k) , (4.17)

avec

L(k) = −2<
{∫ 1

0

∫

Ωk
T̂∗

k

(
v̂zk∂zT + (γ − 1)T ∇̂ · vk

)
k dΩk dz

}
, (4.18)

N(k) = −2<
{∫ 1

0

∫

Ωk
T̂∗

k

(
v̂ · ∇Tk + (γ − 1)T̂ ∇ · vk

)
k dΩk dz

}
− L(k) ,

(4.19)

Dκ(k) = 2<
{∫ 1

0

∫

Ωk
T̂∗

k γ

(̂
∆ T

ρ

)

k
k dΩk dz

}
(4.20)

et

Vν(k) = 2<
{∫ 1

0

∫

Ωk
T̂∗

k (γ − 1) C2
k Pr

(̂V
ρ

)

k
k dΩk dz

}
. (4.21)

Le terme L(k) dans le membre de droite de l’équation (4.17) est présent dans la
théorie linéaire et représente l’advection du profil d’entropie moyen (T désigne
la moyenne horizontale de la température à chaque profondeur). N(k), qui cor-
respond à l’advection de l’entropie totale moins L(k), est un terme complètement
non-linéaire. Finalement, Dκ(k) et Vν(k) sont respectivement la dissipation ther-
mique et la projection du terme de chauffage visqueux sur la composante k de la
température.

Sur la figure 4.26, nous avons représenté ces diverses grandeurs en fonction
de k, moyennées sur une période au cours de laquelle on observe que les modes
k < 12 croissent (se reporter à la figure 4.8 pour t = 0.13). Le forçage F(k) est
le principal pourvoyeur d’énergie pour ces modes, tandis que le terme de trans-
fert non-linéaire est toujours négatif pour ces mêmes échelles. Dans l’équation de
température, c’est également le terme linéaire (lié à la suradiabaticité de l’atmo-
sphère) qui est responsable de l’injection d’énergie aux grandes échelles, tandis
que le terme non-linéaire en transfère une partie vers les petites échelles. Les pe-
tites échelles se comportent donc avant tout comme des diffuseurs turbulents qui
prélèvent de l’énergie aux grandes échelles. Dans les deux équations, le bilan net
aboutit à une croissance des modes k < 12.

Cette analyse montre par conséquent que l’origine des modes à grande échelle
est convective. Elle ne provient pas d’un effet de cascade inverse ou d’interactions
collectives, comme il aurait été possible d’imaginer en observant la croissance de
l’échelle intégrale au cours du temps. Pour simplifier et donner une image phy-
sique du phénomène, on peut dire que les petites échelles créent un terme de « dif-
fusion » turbulente (qui n’est pas nécessairement formellement exprimable sous
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FIG. 4.26 – Représentation des différents termes des équations (4.12)-(4.17),
moyennés entre t = 0.14 et t = 0.20. En haut : équation (4.12). En bas : équa-
tion (4.17). La normalisation est faite par rapport aux maxima des spectres. La
ligne pleine correspond à l’effet cumulé des termes de droite et représente le taux
de croissance effectif Γeff des modes (figure 4.5) pour la normalisation choisie.
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la forme d’un laplacien) qui a pour effet d’abaisser le nombre de Rayleigh effectif
et donc le taux de croissance de l’instabilité convective aux grandes échelles.

Deux commentaires supplémentaires peuvent être effectués. Premièrement,
nous n’avons pas pour le moment d’explication pour la valeur précise de l’échelle
de saturation (k = 7) finale. Au vu de l’équilibre entre le forçage et le transfert,
il est possible par exemple que celle-ci change si le nombre de Rayleigh (et donc
l’intensité de la turbulence à petite échelle) change (voir également la discussion
au paragraphe 4.5.c). D’autres paramètres comme la stratification ou le nombre de
Prandtl pourraient également avoir une influence sur cette valeur. Une recherche
plus détaillée sur ce point et plus généralement sur les relations entre la taille
des « granules » et des mésoéchelles reste à faire. Deuxièmement, la figure 4.26
montre que les termes de dissipation restent relativement importants à toutes les
échelles et que l’équilibre entre les différents termes dans l’équation de la quan-
tité de mouvement pour des modes autour de k = 40 (viscosité en équilibre avec
forçage) n’est pas vraiment celui attendu dans le cadre du modèle de Bolgiano.
En revanche, l’équilibre entre forçage et diffusion à ces échelles dans l’équation
de température semble plus conforme à ce modèle. Cette différence de compor-
tement entre la quantité de mouvement et la température pourrait constituer une
piste pour l’interprétation des résultats obtenus sur les spectres. Bon nombre de
points restent cependant pour le moins obscurs à ce sujet actuellement.

4.5 Les simulations et la photosphère solaire

Au terme de cette analyse, nous devons nous demander comment utiliser les
résultats des simulations pour le problème des grandes échelles de la convection
solaire. Rappelons qu’il ne peut s’agir que d’une extrapolation des résultats ob-
tenus dans des régimes d’écoulement « peu » turbulents à des écoulements pos-
sédant des nombre de Reynolds de l’ordre de 1010. Les arguments qui suivent
devront donc toujours être entendus en gardant cette limite à l’esprit. Afin de
créér un lien avec la surface de la photosphère où la radiation joue un rôle fonda-
mental, il est intéressant de comparer pour commencer les résultats obtenus par
l’intermédiaire de simulations de polytrope et ceux obtenus par l’intermédiaire
de simulations de convection radiative.

4.5.a Comparaison avec des simulations de convection radiative

Nous avons utilisé les résultats de simulations réalisées par Rieutord et al.
(2002). Ces simulations de type LES prennent notamment en compte des profils
d’opacité et du transfert radiatif dans l’approximation grise, utilisent des condi-
tions de type frontière ouverte au bas de la couche et un rapport de densité de 100
entre le bas et le haut, pour un rapport d’aspect A = 10 (30 Mm× 30 Mm× 3 Mm,
pour un résolution de 315 × 315 × 82). Si le réalisme physique de cette simulation
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semble plus important, la dynamique turbulente de la simulation du polytrope
est certainement plus robuste (DNS où le nombre de Reynolds est contrôlé).

La comparaison est effectuée sur la figure 4.27. Plusieurs points importants
peuvent être commentés. Tout d’abord, les deux simulations montrent que l’é-
chelle de surface se différencie assez fortement des échelles visibles en profon-
deur. Des mésoéchelles apparaissent dans les deux simulations. Cependant, dans
la simulation avec radiation, l’échelle caractéristique augmente visuellement avec
la profondeur tandis que celle-ci reste fixe pour le polytrope. Cet effet est proba-
blement relié à deux facteurs :

– la stratification en densité dans la simulation polytropique est moins impor-
tante que dans la simulation avec radiation (rapport 3 contre rapport 100) ;

– la condition de paroi ouverte est moins restrictive pour la dynamique que
la condition stress-free de la simulation polytropique.

Un autre point intéressant est qu’on observe dans les deux simulations une mo-
dulation de température aux mésoéchelles au niveau de la couche de surface.
Dans la simulation avec radiation, il est possible de calculer la surface τ = 1
qui correspond à ce que nous voyons réellement. En revanche, cette représenta-
tion est impossible pour la simulation polytropique. Pour les simulations avec
transfert, on peut voir figure 4.28 que la carte d’intensité ne fait pas apparaître de
mésoéchelle, contrairement à la carte de température. Ceci est lié au fait que la
surface τ = 1 ne correspond pas à une profondeur constante et qu’il existe une
modulation des fluctuations de température aux mésoéchelles. Cela confirme les
résultats du paragraphe 4.3.b qui montraient que la physique de la couche limite
de surface était très importante et qu’elle pouvait masquer complètement la dy-
namique plus profonde. En réalité, il semble donc que l’expérience idéalisée du
polytrope permette de capturer la physique des zones profondes mais pas celle
des zones de surface de manière quantitative. Par exemple, l’existence d’un maxi-
mum important aux mésoéchelles à la surface dans le spectre de température des
simulations polytropiques constitue certainement un artefact de ce modèle.

Finalement, remarquons en passant que les deux simulations font apparaître
des motifs granulaires de taille similaire sur la représentation. Compte-tenu du
rapport d’aspect des deux simulations, il semble donc qu’il existe un facteur
d’échelle d’environ 4 entre les résultats obtenus dans chacun des cas.

4.5.b Interprétation des résultats dans le cadre photosphérique

L’analyse de l’influence des conditions aux limites thermiques et la comparai-
son avec les simulations de convection radiative nous ont montré que la physique
de la surface jouait un rôle prépondérant dans l’apparence visuelle des solutions
et que le défaut de réalisme observé avec le modèle polytropique au niveau du
motif de la granulation était en grande partie lié à ce phénomène. En revanche,
sous la surface où l’approximation de diffusion n’a pas de raison d’être invalidée,
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FIG. 4.27 – Comparaison entre trois coupes de température pour la simulation
de polytrope (partie gauche) et une simulation de convection radiative (Rieutord
et al. 2002) avec rapport d’aspect 10 (partie droite). Images du haut : z = 0.99 et à
l’altitude moyenne correspondant à une opacité τ = 1. Images du milieu : milieu
de la couche. Images du bas : bas de la couche.
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FIG. 4.28 – Comparaison entre la carte des perturbations de température (à
gauche) et de l’intensité radiative (à droite) au niveau de la surface τ = 1 pour
les simulations de Rieutord et al. (2002). Le système d’unités est différent sur les
deux figures mais la même zone est représentée.

on peut légitimement supposer que les simulations de polytropes donneront des
résultats « plus proches de la réalité ».

En dépit des possibles différences de régime d’écoulement, on peut malgré
tout observer que les simulations que nous avons présentées offrent une image
assez voisine de celle de la convection photosphérique. Plusieurs éléments ob-
servationnels semblent étayer les conclusions sur l’existence d’une mésoéchelle
en profondeur. Il y a pour commencer l’ensemble des résultats vélocimétriques
présentés au chapitre 1, qui, comme nous l’avons vu, semblent s’accorder au-
jourd’hui sur l’existence d’une composante mésogranulaire distincte de la gra-
nulation. Viennent ensuite les mesures récentes de champs magnétiques intra-
réseau (figure 4.29), qui montrent une structuration mésoéchelle du champ sem-
blable aux simulations Boussinesq à grand rapport d’aspect de Emonet et Cat-
taneo (2001). Il existe également une observable photométrique faible reliée à la
mésogranulation, qui est l’existence de granules brillants avec une durée de vie
de l’ordre de celle de la mésogranulation, autour desquels la granulation semble
s’organiser. Ces granules brillants ont été étudiés par Oda (1984). La figure 4.30
reproduit un dessin de cet article ainsi qu’une carte d’intensité moyennée sur une
heure, faisant ressortir ces structures. Les deux champs ont une taille similaire.
Cette phénoménologie de la structuration autour de points brillants est égale-
ment observée dans les simulations, qui montrent une organisation des échelles
de la couche limite thermique (à courte durée de vie) autour des panaches mon-
tants associés à la mésoéchelle, de durée de vie nettement plus élevée.
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FIG. 4.29 – Carte des champs magnétiques intra-réseau obtenue dans une raie du
calcium. On observe le réseau chromosphérique mais aussi une structuration du
champ à des échelles plus petites, de l’ordre de 5 000 km (Berger et al. 2004).
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FIG. 4.30 – À gauche : Dessin tiré de Oda (1984) et illustrant la distribution mé-
soéchelle de granules brillants (10′′ ' 7 300 km). À droite : un champ (de taille
comparable) d’intensité moyenné sur une heure, obtenu par Thierry Roudier à
partir d’observations de La Palma.

Au total, nous avons donc à notre disposition plusieurs indications qui semb-
lent montrer qu’une dynamique convective vigoureuse sous la surface photo-
sphérique pourrait être présente à des échelles mésogranulaires. Dans ce modèle,
la granulation se présente donc comme une couverture masquant en grande par-
tie la dynamique sous-jacente dont la manifestation principale serait l’advection
du motif de la granulation. Notons qu’il n’a pas été nécessaire de recourir à l’ioni-
sation de l’hélium pour faire apparaître deux échelles distinctes dans le modèle.

On peut pour finir évaluer les tailles caractéristiques des structures obtenues
dans la simulation. Si on suppose que la granulation a une extension verticale
de l’ordre de 150 km dans la réalité (l’échelle de hauteur de densité dans la pho-
tosphère) et qu’on la compare à l’épaisseur de nos granules (environ 20 % de
l’épaisseur de la boîte de simulation), on aboutit à des granules de dimension
horizontale 1 000 km et à des mésocellules de l’ordre de 5 000 km. L’extension
horizontale du domaine de la simulation serait quant à elle d’environ 35 000 km.

4.5.c Et la supergranulation ?

Avant de refermer ce chapitre, nous allons consacrer un paragraphe aux plus
grandes échelles de la simulation. Un des objectifs de notre projet initial était en
effet d’étudier des mécanismes possible de structuration de l’écoulement à des
échelles « supergranulaires » dans l’hypothèse où elles seraient essentiellement
liées à des mécanismes de surface.

Nous n’avons pas pu mettre en évidence de structure comparable à la super-
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granulation. L’allure à grande échelle des spectres de la figure 4.25 ne fait appa-
raître aucun pic secondaire comparable à celui de la figure 1.5 du chapitre 1, bien
que, d’après l’estimation de la taille du domaine réalisée auparavant, le domaine
de calcul utilisé puisse en théorie contenir une structure de type supergranule.
Les simulations avec radiation de Rieutord et al. (2002) étaient parvenues à un
résultat identique.

Nous avons cependant pu observer l’existence de faibles structures à grande
échelle principalement non convectives. Pour s’en rendre compte, on peut regarder
le spectre de la quantité de mouvement verticale et horizontale de manière sépa-
rée (figure 4.31). Le champ de vitesse vertical, qui est normalement responsable
du transport convectif, est clairement très faible aux grandes échelles comparati-
vement au champ de vitesse horizontal. La figure 4.26 montre pour sa part que
l’origine de l’énergie cinétique aux grandes échelles est en fait le terme d’inter-
action non-linéaire, qui est faiblement positif pour k < 7. Le champ de vitesse
en surface filtré sur ces modes est représenté figure 4.32. La composante de type
« supergranulaire », qui correspond principalement à une divergence horizontale
non nulle, a été séparée de la composante vorticale par une décomposition de
Helmholtz sur les directions spectrales horizontales. Dans la simulation, les deux
composantes contiennent à peu près autant d’énergie l’une que l’autre. Il semble
donc qu’il existe une possibilité pour faire passer de l’énergie des petites vers les
grandes échelles dans ce système. Les interactions entre les structures vorticales
à mésoéchelle, mises en évidence au paragraphe 4.3.b, comme par exemple leur
déformation par l’écoulement horizontal (mécanisme de vortex stretching), pour-
raient en partie être responsable de ce transfert. Il serait cependant prématuré
d’en tirer des conclusions pour l’origine d’une échelle comme la supergranula-
tion.

Plusieurs pistes de recherche peuvent être proposées pour élaborer des simu-
lations capables de produire de la supergranulation. Bien sûr, la première consiste
à augmenter encore le rapport d’aspect afin d’autoriser des échelles toujours plus
grandes. La deuxième serait d’augmenter le rapport de densité entre le haut et
le bas de la couche, ou de passer à des conditions de type frontière ouverte au
bas de la couche. Cependant nous avons vu que les simulations de Rieutord et al.
(2002), avec un contraste de 100 en densité et ce type de conditions aux limites,
ne permettaient pas non plus de faire apparaître la supergranulation.

Une autre raison pourrait être que la simulation n’a pas été poursuivie assez
longtemps pour pouvoir observer le développement de très grandes échelles. En
effet, s’il existait une instabilité à grande échelle de l’écoulement, celle-ci se déve-
lopperait sur un temps de l’ordre du temps de relaxation thermique basé sur la
taille horizontale du domaine (voir le chapitre 5). C’est une possibilité que nous
ne pouvons pas exclure. Notons que dans la situation correspondant à la photo-
sphère, les temps caractéristiques de la diffusion horizontale et de la supergranu-
lation semblent difficiles à accorder : si on se base sur une estimation utilisant la
diffusivité thermique et la taille de la supergranulation, on trouve que le temps
de relaxation L2

sg/κ est d’environ 50 jours et est donc très supérieur à la durée de
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FIG. 4.31 – Spectres de la quantité de mouvement verticale et horizontale au mi-
lieu de la couche de convection, dans le régime stationnaire.

vie des supergranules.
Une possibilité extrêmement alléchante est l’inclusion du champ magnétique.

Il ne s’agit pas uniquement ici de la traditionnelle remarque : « avec du champ
magnétique, les résultats vont changer ». La corrélation entre le réseau chromo-
sphérique et la supergranulation est en effet très importante, et il est possible que
l’équipartition entre énergie magnétique et cinétique soit atteinte à l’échelle des
supergranules (Clark et Johnson 1967). Pour un champ de 100 G au niveau des
points brillants du réseau, une densité de surface de 10−4 kg m−3 et la vitesse
de 350 m s−1 pour l’écoulement supergranulaire, on obtient en effet ce résultat
d’équipartition. La supergranulation pourrait donc émerger de cette saturation
(cela requiert toutefois un mécanisme extérieur capable de créér du champ de vi-
tesse à grande échelle). Nous préparons des simulations avec le rapport d’aspect
nécessaire pour tester cette hypothèse. Enfin, il est possible que d’autres ingré-
dients physiques comme l’ionisation ou la rotation puissent avoir une importance
non négligeable dans le processus de formation des supergranules.

Il est finalement possible que la supergranulation ne puisse pas du tout appa-
raître dans les régimes de turbulence que nous sommes actuellement capables de
simuler. Seuls des modèles de sous-maille performants pourraient alors nous per-
mettre de sortir de cette ornière. Une question importante, reliée à la précédente
remarque, se pose : les structures cohérentes que nous avons décrites précédem-
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FIG. 4.32 – Représentations du champ de vitesse horizontal à la surface, filtré sur
les modes k < 7. En haut à gauche : champ de vitesse total. En haut à droite : com-
posante à divergence horizontale non nulle. En bas : composante tourbillonnaire.
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ment ont été qualifiées de « mésoéchelles » parce que leur taille était comprise
entre celle de la granulation et celle du domaine de simulation. Néanmoins, il
semble que le transfert non-linéaire joue un rôle très important dans leur stabi-
lisation en équilibrant le forçage convectif. Comment évoluerait leur taille pour
des nombres de Rayleigh plus grands ? Le forçage (le degré d’instabilité) et le
transfert seraient tous deux plus importants, et la valeur de l’échelle de satura-
tion finale pourrait-être différente. Est-il possible qu’elle atteigne l’échelle de la
supergranulation si le nombre de Rayleigh est de 1020 ? Pour poser la question
différemment, les mésoéchelles observées dans notre expérience ne seraient-elles
pas plutôt les « superéchelles » de cette simulation ? La structuration des champs
magnétiques aux mésoéchelles observée par Emonet et Cattaneo (2001) pourrait
alors être identifiée non plus avec les champs intra-réseau mais avec le réseau
magnétique lui-même. Bien qu’il semble difficile d’atteindre numériquement des
régimes de nombres de Rayleigh très importants, une étude du comportement
de l’échelle intégrale en fonction de ce paramètre devra être menée pour tenter
d’observer une tendance d’évolution.

4.6 Récapitulatif des résultats

Pour conclure ce long chapitre, un résumé des résultats obtenus dans nos si-
mulations et de leurs implications pour les problèmes de la mésogranulation et
de la supergranulation ne sera pas superflu :

– les simulations de polytrope à grand rapport d’aspect font apparaître deux
échelles distinctes : la première, « la granulation », correspond à une couche
limite thermique et ne pénètre pas à des profondeurs supérieures à 20 % de
l’épaisseur de la couche. La seconde est une mésoéchelle de taille caracté-
ristique quatre à cinq fois plus importante que l’échelle granulaire, pour les
paramètres utilisés dans la simulation ;

– l’écoulement mésoéchelle constitue l’échelle privilégiée du transport d’én-
ergie par convection, ce qui infirme les hypothèses avancées par Cattaneo
et al. (2001). Sa taille caractéristique est nettement distincte de la taille du
domaine de simulation, ce qui signifie que son origine est très probable-
ment physique. Pour autant, nous ne comprenons pas à l’heure actuelle le
mécanisme de saturation de cette échelle à la valeur particulière obtenue
dans le régime quasi-stationnaire ;

– les comparaisons avec les simulations avec radiation montrent que le défaut
de réalisme (trop de grandes échelles) observé à la surface de l’atmosphère
polytropique n’est pas nécessairement un problème essentiel pour l’inter-
prétation des résultats ;
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– il existe des ressemblances entre la structure de la convection polytropique à
grande échelle et celle de la convection photosphérique, en particulier l’exis-
tence de structures stables à durée de vie longue, aux mésoéchelles, que la
granulation pourrait masquer en grande partie. Les simulations montrent
également qu’il est possible d’obtenir deux échelles distinctes dans la con-
vection sans avoir recours à différents degrés d’ionisation. Mais une ques-
tion demeure : les mésoéchelles obtenues sont-elles les analogues de la mé-
sogranulation ou de la supergranulation solaire pour cette simulation ?

– Les mouvements à très grande échelle dans la simulation ne peuvent pas
être assimilés à des « supergranules » mais il existe un moyen de fournir de
l’énergie aux très grandes échelles par l’intermédiaire d’interactions non-
linéaires. La génération du champ magnétique aux petites échelles puis son
advection pourrait être un élément fondamental dans la structuration de la
supergranulation, à l’échelle de laquelle l’équipartition entre énergie ciné-
tique et magnétique semble réalisée.

– nos résultats montrent que les écoulements de convection obtenus dans les
simulations réalisées dans les années 1990 avec des rapports d’aspect infé-
rieurs à 10 et des paramètres similaires aux nôtres étaient contraints par les
dimensions horizontales du domaine de simulation ;

– l’utilisation de simulations à grand rapport d’aspect offre un champ d’in-
vestigation intéressant pour la théorie spectrale de Bolgiano et Oboukhov.
Une étude plus approfondie reste à effectuer ;

Le développement de la partie compressible du code présenté en annexe A
et la réalisation de ces simulations numériques ont constitué le cœur ce travail
de thèse. Les résultats que nous avons obtenus ne sont pas encore complètement
finalisés, mais les conclusions auxquelles nous avons abouti montrent que cet
outil offre des perspectives très encourageantes, tant que ses limitations sont bien
comprises et contrôlées lors de l’analyse.

ÀÀÀ
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Abstract. We present the results of a very large aspect ratio (A = 42.6) numerical simulation of fully compressible turbulent
convection in a polytropic atmosphere, and focus on the properties of large-scale flows. Mesoscale patterns dominate the
turbulent energy spectrum. We show that these structures, which had already been observed in Boussinesq simulations by
Cattaneo et al. (2001), have a genuine convective origin and do not result directly from collective interactions of the smaller
scales of the flow, even though their growth is strongly affected by nonlinear transfers. If this result is relevant to the solar
photosphere, it suggests that the dominant convective mode below the Sun’s surface may be at mesoscales.
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1. Introduction

The origin of solar photospheric flows on horizontal scales
larger than granulation (` ∼ 1 000 km) has been a puz-
zling problem for more than forty years, when supergranulation
(` ∼ 30 000 km) was discovered by Hart (1954) and later on
confirmed by Simon & Leighton (1964). Even though recent
breakthroughs in the field of supergranulation imaging have
been made thanks to the emergence of local helioseismology
techniques (Duvall & Gizon 2000) and the results of the MDI
instrument (Hathaway et al. 2000), its origin is still unclear. The
existence of an intermediate scale, mesogranulation (` ∼ 8 000
km), is also a matter of debate (Hathaway et al. 2000; Shine
et al. 2000; Rieutord et al. 2000; Lawrence et al. 2001).

Meso and supergranulation have long been believed to be
due to Helium deep recombinations driving cell-like convec-
tion. This view now appears to be out of date (Rast 2003).
Several numerical experiments of convection (Cattaneo et al.
1991; Stein & Nordlund 2000) at moderate aspect ratio (A
is the ratio of the box width to its depth) have shown a ten-
dency of long-lived large-scale flows to form in depth. Using
large aspect ratio (A = 20) simulations of Boussinesq con-
vection, Cattaneo et al. (2001) have suggested that mesogran-
ulation may result from nonlinear interactions of granules (see
also Rast 2003). A large scale instability (Gama et al. 1994) of
granules has also been proposed by Rieutord et al. (2000) to ex-
plain supergranulation. Local numerical simulations at A = 10
(Rieutord et al. 2002) did not confirm it. DeRosa et al. (2002),
using spherical simulations, have computed flows down to su-
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pergranular scales. Actually, the emergence of the three distinct
scales of granulation, mesogranulation, and supergranulation in
the surface layers, among the observed continuum of scales, re-
mains a fully open problem that still deserves much work.

In this Letter, we report new results on three-dimensional
numerical simulations of fully compressible turbulent convec-
tion in a rectangular box with very large aspect ratio A = 42.6.
This configuration allows us to study accurately the turbulent
dynamics at horizontal scales between granulation and super-
granulation, which have not been covered by previous numeri-
cal simulations. A compressible fluid is used to provide a more
realistic model of photospheric convection than a Boussinesq
fluid. Also, density stratification should attenuate the effect of
an artificial bottom boundary (Nordlund et al. 1994).

In Sect. 2 we present our numerical setup and physical
model. Section 3 is devoted to the analysis of the flow. The
main consequences of the results are discussed in Sect. 4,
which is followed by a short conclusion.

2. Numerical model and run parameters

For the purpose of our investigations we use a code designed
to solve the fully compressible hydrodynamic equations for a
perfect gas (e. g. Cattaneo et al. 1991) in cartesian geometry.
Constant dynamical viscosity and thermal conductivity are as-
sumed. A constant thermal flux is imposed at the bottom, while
temperature is held fixed at the surface. The velocity field sat-
isfies stress-free impenetrable boundary conditions. The ini-
tial state is a m = 1 polytropic atmosphere (γ = 5/3) with
small random velocity v, temperature θ, and density ρ pertur-
bations. The initial density contrast between the bottom and
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5.1 Introduction

Au cours de ce travail, nous avons à plusieurs reprises été confrontés au pro-
blème de la compréhension et de la modélisation de l’influence de mouvements
turbulents à petite échelle sur des mouvements à grande échelle : aux chapitres 1
et 3, nous avons estimé grossièrement la viscosité turbulente associée à la gra-
nulation en utilisant principalement un argument dimensionnel. Au chapitre 4,
nous avons ensuite calculé explicitement les effets du transfert non-linéaire sur
les mésoéchelles et nous avons vu qu’ils se ramenaient qualitativement à une
augmentation de la viscosité vue par celles-ci. Les mouvements aux très grandes
échelles de la simulation étaient quant à eux faiblement alimentés par le terme de
transfert, ce qui rendait délicate l’interprétation de cet effet.

Afin de résoudre ce problème de modélisation des petites échelles dans les
écoulements astrophysiques, diverses théories de champ moyen ont été élabo-
rées. Celles-ci permettent en principe de calculer la dynamique aux grandes é-
chelles lorsque l’écoulement à petite échelle est connu, sans avoir pour autant à
réaliser une simulation qui résoudrait simultanément ces deux gammes d’échel-
les. Dans l’hypothèse où il existe une séparation d’échelle, les équations à grande
échelle sont obtenues en moyennant les équations complètes du mouvement sur
une petite échelle caractéristique de la turbulence, ce qui a pour effet de faire
apparaître des termes moyens quadratiques par rapport aux quantités à petite
échelle. Comme nous allons le voir, l’expression formelle de ces termes est simple.
En revanche, le calcul pratique des coefficients apparaissant dans l’équation moy-
enne peut s’avérer fort complexe.

Constatant qu’une séparation d’échelles était probablement réalisée entre la
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supergranulation et la granulation solaires, nous nous sommes demandé s’il se-
rait possible d’appliquer ces théories de champ moyen afin d’obtenir des infor-
mations sur le transport turbulent dans la photosphère solaire et l’origine de la
supergranulation. Celle-ci pourrait-elle en particulier être générée par un méca-
nisme d’instabilité à grande échelle ?

Remarque Quelques exemples de théories de champ moyen

– l’effet AKA et la viscosité turbulente. Ces deux effets
concernent la génération et le transport de quantité de mou-
vement. Le premier est favorisé dans des écoulements possé-
dant de l’hélicité (Frisch et al. 1987, Sulem et al. 1989). La se-
conde permet en théorie de calculer la viscosité effective liée
au transport de quantité de mouvement par la turbulence à pe-
tite échelle (Krause et Rüdiger 1974, Dubrulle et Frisch 1991) ;

– l’effet Λ. Il est formellement identique à l’effet AKA et est invo-
qué pour le transport de moment cinétique dans les étoiles et
les disques d’accrétion (Rüdiger 1989, Kitchatinov et al. 1994) ;

– la génération et le transport du champ magnétique : effets α et
β. (Parker 1955, Moffatt 1978). L’effet α est l’analogue de l’effet
AKA pour le processus de dynamo. Il est lui-aussi favorisé par
des écoulements hélicitaires. L’effet β correspond pour sa part
à la diffusion magnétique turbulente.

À cette liste, il convient de rajouter la théorie de la longueur de mé-
lange pour le transport d’énergie par convection. Il s’agit d’une théo-
rie totalement indépendante des précédentes d’un point de vue for-
mel, mais qui est très utilisée dans le domaine de la structure et de
l’évolution stellaires pour modéliser la contribution moyenne de la
convection au transport de l’énergie.

Dans ce chapitre, nous exposons pour commencer le formalisme développé
par Dubrulle et Frisch (1991) pour le calcul de viscosités turbulentes dans des
écoulements simples et mettons en relation ce travail avec les problèmes des in-
stabilités de phase observées et calculées dans le domaine de la convection d’am-
plitude finie. Nous présentons ensuite le travail réalisé en cours de thèse. Il s’agit
principalement du développement d’un code permettant à l’heure actuelle de cal-
culer des coefficients de viscosité turbulente suivant la méthode de Dubrulle et
Frisch (1991).

La résolution du problème complet prendra de toute évidence beaucoup de
temps et la contribution de ce travail est malheureusement restée très modeste.
La principale difficulté rencontrée a été de parvenir à extrapoler des résultats
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établis principalement pour des écoulements théoriques simples à faible nombre
de Reynolds à des écoulements de convection plus proches du contexte solaire.

5.2 Effet AKA et viscosité turbulente

5.2.a Phénoménologie

Intéressons nous pour commencer aux principes généraux de dérivation des
théories de champ moyen en hydrodynamique. Considérons un champ de vitesse
v solution des équations complètes du mouvement. Nous supposons que v ne
contient que des composantes à des échelles r inférieures à une échelle maximale
`. Dans la suite, le symbole 〈〉 désignera une moyenne sur l’échelle `, de telle
sorte que 〈v〉 = 0. Soit une perturbation de vitesse V infinitésimale à une échelle
caractéristique L � `, si bien que 〈V〉 6= 0. Le paramètre ε = `/L � 1 peut
être utilisé pour faire un développement asymptotique afin d’obtenir l’équation
d’évolution pour 〈V〉. Les champs moyens dépendent des variables dites lentes

X = ε x ,

T = εnt ,
(5.1)

où n peut valoir 1 ou 2 selon le type d’écoulement étudié (n sera précisé un peu
plus loin). Les dérivées sont alors décomposées suivant

∂i → ∂i + ε∇i ,

∂t → ∂t + εn ∂T .
(5.2)

Notons que les opérateurs lents ∇i et ∂T appliqués à des champs à petite échelle
donnent zéro. Lorsque l’écoulement v est perturbé par le champ de vitesse V à
grande échelle, le tenseur de Reynolds Rij associé à l’écoulement à petite échelle

Rij =
〈
vivj

〉
(5.3)

est modifié d’une quantité

δRij = −αijkVk − ε Nijlm∇lVm + O(ε2) (5.4)

qui participe à la dynamique à grande échelle. Formellement,

αijk =
∂
〈
vivj

〉

∂Vk

∣∣∣∣∣
Vk=0

. (5.5)
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FIG. 5.1 – Disparition de l’effet AKA dans un écoulement bidimensionnel inva-
riant par parité (on a représenté une ligne de courant). Le champ de vitesse v à
petite échelle est tracé en trait plein et le champ de vitesse moyen V en tirets.
La situation physique pour un champ de vitesse moyen V (figure de gauche) est
rigoureusement identique du point de vue des moyennes à celle obtenue pour
−V (à droite), en raison de l’invariance par parité de l’écoulement à petite échelle
par rapport au point O. Par exemple, la configuration des champs de vitesse au
point A pour V est identique à celle au point C pour −V et réciproquement. Les
éléments du tenseur de Reynolds

〈
vivj

〉
, obtenus en sommant sur tous les points

de l’écoulement à petite échelle, prennent donc les mêmes valeurs pour V et −V .
La relation (5.5) montre alors que les coefficients αijk s’annulent dans ce cas puis-
qu’ils sont définis comme des dérivées à l’origine de fonctions paires.

Le terme (5.5) est à l’origine de l’effet AKA. Il intervient dans l’équation de la
quantité de mouvement à grande échelle à l’ordre ε (n = 1 dans la définition
de la variable lente en temps dans ce cas) et peut donner lieu à une instabilité
à grande échelle pour des écoulements tridimensionnels (Frisch et al. 1987). Ce
terme est nul notamment lorsque l’écoulement est invariant par parité, le ten-
seur de Reynolds étant dans ce cas une fonction paire de la perturbation à grande
échelle (voir figure 5.1 et sa légende). Dans la suite, nous nous concentrerons uni-
quement sur des cas où ce terme est nul. L’équation d’évolution pour les pertur-
bations à grande échelle est alors obtenue en allant à l’ordre ε2 (n = 2 pour la
variable de temps dans ce cas). Comme le champ de vitesse à grande échelle est
supposé avoir initialement une amplitude faible, cette équation est linéaire en V .
Il vient

∂Vi
∂T

= −∇iP + Nijlm∇j∇lVm + ν∇j∇jVi , (5.6)

P étant la perturbation de pression associée à V . Le coefficient Nijlm caracté-
rise le transport turbulent associé à v. Considérons pour simplifier le cas d’un
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écoulement de base isotrope, pour lequel Nijlm = NT δim δjl. On peut chercher
une relation de dispersion pour cette équation en utilisant une dépendance en
exp [i K · X + λT] pour V . Il vient

λ = −(ν + NT) K2 (5.7)

La valeur de NT dépend de v et peut a priori être négative, positive, ou même
complexe. Si NT < −ν, l’équation (5.7) montre que λ est positif et que l’écoule-
ment à petite échelle devient instable vis-à-vis de perturbations à grande échelle
(deux exemples d’instabilité de viscosité turbulente négative en deux dimensions
seront donnés plus loin). La question intéressante dans le contexte de ce travail
est donc de déterminer les propriétés de transport à grande échelle d’un écoule-
ment de convection ressemblant à la granulation, qui pourrait donner lieu à une
instabilité de ce type.

5.2.b Expression des coefficients

Le point délicat dans la théorie exposée ci-dessus se situe au niveau du calcul
des coefficients αijk et Nijlm, qui dépendent de l’écoulement à petite échelle consi-
déré. Krause et Rüdiger (1974) ont proposé une méthode de résolution basée sur
une hypothèse de fermeture analogue à la First Order Smoothing Approximation
utilisée en électrodynamique de champ moyen (Moffatt 1978), qui est malheu-
reusement inadaptée à la granulation solaire car elle requiert que le nombre de
Reynolds de l’écoulement à petite échelle soit très petit. Notons cependant que
leurs calculs aboutissent pour la granulation solaire à l’expression

νT = NT + ν ' NT =
LgVg

3
, (5.8)

qui est similaire à celle que nous avons utilisée aux chapitres 1 et 3.
Dubrulle et Frisch (1991) ont pour leur part proposé un formalisme pour des

écoulements incompressibles périodiques dans toutes les directions, qui permet
d’obtenir sans fermeture l’expression théorique rigoureuse de ces coefficients,
lorsqu’un développement multi-échelles est possible. Nous reproduisons ici les
grandes lignes de leur théorie, sur laquelle nous nous sommes appuyés pour
commencer ce projet.

Si v est une solution stationnaire des équations de Navier-Stokes incompres-
sibles, alors une perturbation V à grande échelle obéit à l’équation linéarisée

∂Vi
∂t

+ ∂j
(
viVj + vjVi

)
= −∂iP + ν∆Vi (5.9)

et satisfait la condition d’incompressibilité

∂iVi = 0 . (5.10)
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Dans ces deux expressions, les opérateurs de différentiation contiennent à la fois
les parties lentes et rapides. Pour le quadrivecteur (P, V), on peut écrire formel-
lement1

LNS

[
P
V

]
= 0 . (5.11)

L’opérateur de Navier-Stokes linéarisé LNS est développé en puissances de ε en
utilisant l’équation (5.2) :

LNS = A + εB + ε2C + O(ε3). (5.12)

Remarquons que l’opérateur A contient uniquement des dérivées sur les variab-
les rapides (x, t) et que l’opérateur B contient systématiquement des dérivées
lentes et peut être réécrit sous la forme

B = Bi ∇i . (5.13)

Le quadrivecteur (P, V) est pour sa part décomposé en
[

P
V

]
=

[
P
V

]

0
+ ε

[
P
V

]

1
+ ε2

[
P
V

]

2
+ O(ε3). (5.14)

En utilisant les équations (5.9)-(5.12)-(5.14), on obtient alors une équation pour
chaque ordre en ε :

O(1) A
[

P
V

]

0
= 0 , (5.15)

O(ε) A
[

P
V

]

1
= − B

[
P
V

]

0
, (5.16)

O(ε2) A
[

P
V

]

2
= − B

[
P
V

]

1
− C

[
P
V

]

0
. (5.17)

Ces équations sont toutes de la forme AΨ = Φ. Pour chacune d’entre elles une
condition d’existence des solutions doit être remplie (alternative de Fredholm). Φ

doit être orthogonale à l’ensemble des solutions Ψ
† du problème adjoint homo-

gène
A†

Ψ
† = 0 , (5.18)

pour un produit scalaire noté
〈
Ψ

†, Φ
〉
. Dans le cas où l’écoulement est périodique

dans toutes les directions, le noyau de A† est constitué par l’ensemble des fonc-
tions constantes, car chaque bloc non nul de l’opérateur A† contient des dérivées
rapides à droite. La condition précédente se résume alors à 〈Φ〉 = 0. L’équa-
tion (5.15) est satisfaite naturellement. En ce qui concerne les équations (5.16)-
(5.17), la procédure aboutit respectivement aux équations pour la dynamique à

1Les expressions détaillées des opérateurs sont données dans l’article de Dubrulle et Frisch
(1991).
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grande échelle aux ordres ε (équation AKA) et ε2 (viscosité turbulente) et per-
met d’obtenir l’expression des coefficients αijk et Nijlm. Dans l’article de Dubrulle
et Frisch (1991), il est démontré que toute fonction Ψ peut s’écrire sous la forme
suivante :

Ψ = Ã−1
Φ +

(
Id − Ã−1A

)
〈Ψ〉 , (5.19)

où Ã correspond à la restriction de A aux fonctions de moyenne nulle, qui est
supposée inversible, et

(
Id − Ã−1A

)
〈Ψ〉 est une représentation du noyau. Les ex-

pressions des coefficients sont obtenues en utilisant cette dernière équation dans
laquelle Φ est remplacé par le membre de droite des équations (5.15)-(5.16)-(5.17).
Il vient

αijk = −
〈
B j

ViVn

(
Id − Ã−1A

)
VnVk

〉
, (5.20)

et

νijlm = ν δim δjl + Nijlm = ν δim δjl +

〈[
B jÃ−1Bl

(
Id − Ã−1A

)]
ViVm

〉
. (5.21)

Les composantes de A étant connues, la détermination des coefficients se ramène
alors à une série de résolutions de systèmes linéaires et de multiplications qui
peuvent être réalisées numériquement.

5.2.c Écoulements non périodiques et instabilités de phase
La situation se complique malheureusement dramatiquement dès lors que

l’hypothèse de périodicité est abandonnée (par exemple dans la direction de la
gravité pour la convection entre deux plaques), parce qu’il devient nécessaire de
calculer les solutions du problème adjoint homogène afin de résoudre le problème
de l’alternative de Fredholm. L’existence de solutions du noyau non triviales est
liée à l’existence de symétries dans le système (par exemple une invariance par
translation ou une invariance galiléenne dans le cas de parois stress-free2). Cross
et Newell (1984) et Newell et al. (1990) (dans un article de 65 pages !) se sont at-
taqués à ce problème pour la convection d’amplitude finie dans des domaines à
grand rapport d’aspect. Leur analyse est basée sur un développement asympto-
tique légèrement différent de celui de Dubrulle et Frisch (1991), puisque l’inverse
du rapport d’aspect ε sert à la fois à mesurer l’amplitude des perturbations et à
faire le développement multi-échelles, alors que deux paramètres (η et ε) sont uti-
lisés dans le travail de Dubrulle et Frisch (1991). Newell et al. (1990) ont également
proposé l’utilisation de la technique numérique de décomposition en valeurs sin-
gulières pour parvenir à résoudre le système linéaire singulier représenté par la
matrice A (problème équivalent à l’inversion de Ã de Dubrulle et Frisch (1991)).
Cet algorithme permet en effet de calculer directement les solutions du problème
AΨ = Φ⊥, où Φ⊥ est la projection du membre de droite initial Φ perpendiculai-
rement au noyau de A†.

2Dans le formalisme de Dubrulle et Frisch (1991), le problème de l’invariance galiléenne ne se
pose pas car l’écoulement de base est forcé.
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Il est particulièrement intéressant de noter que les instabilités à grande échelle
des rouleaux de convection d’amplitude finie, étudiées notamment par Pomeau
et Manneville (1979), Coullet et Fauve (1985), Newell et al. (1990), sont tout à
fait similaires aux instabilités de type viscosité turbulente négative. Ces insta-
bilités de convection peuvent être mises en évidence en dérivant une équation
de diffusion pour la phase Θ d’une perturbation à grande échelle de la forme
V = V o exp [i Θ(X, T)], superposée à des rouleaux de convection d’amplitude
finie. Cette équation s’écrit

∂Θ

∂T
= D‖

∂2Θ

∂X2 + D⊥
∂2Θ

∂Y2 , (5.22)

où X est la coordonnée parallèle au vecteur d’onde des rouleaux de convection
et Y est la coordonnée perpendiculaire à celui-ci (suivant l’axe des rouleaux). En
utilisant l’équation (5.22), on peut voir qu’une instabilité transverse se développe
(figure 5.2) lorsque le coefficient de diffusion perpendiculaire D⊥ devient néga-
tif (instabilité zigzag), tandis qu’une instabilité longitudinale, appelée instabilité
d’Eckhaus, se produit lorsque c’est D‖ devient négatif (figure 5.3). Il existe égale-
ment une instabilité, dite variqueuse, avec une polarisation intermédiaire (Cross
et Hohenberg 1993).

Il existe donc une part de théorie importante réalisée pour étudier la stabilité
des écoulements de convection, qu’il faudra suivre pour généraliser le formalisme
du transport turbulent proposé par Dubrulle et Frisch (1991).

FIG. 5.2 – De gauche à droite et de haut en bas : développement d’une instabilité
transverse zigzag de rouleaux de convection (origine bibliographique inconnue).
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FIG. 5.3 – De haut en bas : développement de l’instabilité longitudinale d’Eck-
haus pour de la convection électrohydrodynamique en rouleaux dans un cristal
liquide (Lowe et Gollub 1985). Une modulation à grande échelle dans la direction
périodique est observée.

5.3 Méthode numérique de résolution

5.3.a Principe général du code
Afin d’appliquer la théorie de Dubrulle et Frisch (1991), un programme per-

mettant de résoudre les équations (5.20) et (5.21) a été développé. Celui-ci est écrit
en fortran 90. Il résout des équations linéaires aux dérivées partielles en trois di-
mensions, du type

LvΨ = bv (5.23)

où Ψ est un champ de vecteurs inconnu, Lv est un opérateur différentiel connu
qui dépend d’un champ de vecteurs v prescrit. Le vecteur membre de droite bv
est lui aussi connu et peut également dépendre de v. Nous avons opté pour une
configuration géométrique similaire à celle employée dans les simulations numé-
riques directes présentées au chapitre 4, c’est-à-dire une géométrie cartésienne
avec une direction anisotrope.
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Remarque
Dans ce chapitre x représente la direction verticale, et y et z les

directions horizontales.

Une décomposition spectrale des champs a été adoptée dans les directions ho-
rizontales. Dans la direction verticale, nous avons choisi d’utiliser des polynômes
de Chebyshev pour leurs propriétés de convergence spectrale et leur capacité à
résoudre plus facilement des couches limites à proximité des parois.

5.3.b Disposition des données

La première étape consiste à parvenir à construire la représentation matricielle
de divers opérateurs linéaires L (comme A et B) pour des écoulements station-
naires, sur la grille définie précédemment. Ces matrices dépendent des champs de
vitesse à petite échelle et contiennent principalement des opérateurs d’advection
de type v · ∂, des termes de dérivation et des termes de multiplication simple,
qu’il faut exprimer pour la méthode de projection utilisée. Les termes d’advec-
tion, comme nous allons le voir, sont particulièrement délicats à construire dans
les directions spectrales. En pratique, la construction des problèmes est effectuée
par l’intermédiaire d’une interface PERL.

Le vecteur Ψ de l’équation (5.23) possède Nc composantes (par exemple, pres-
sion, vitesse, température) qui s’écrivent

Ψm(xi, Ky j, Kzk), m = 1, · · · , Nc (5.24)

sur la grille choisie. Dans cette expression, xi correspond au point de collocation
de Chebyshev i (i = 1, · · · , Nx), et Kyj et Kzk sont deux vecteurs d’onde dans les
directions horizontales. La disposition des données pour les transformées de Fou-
rier est telle que j = 1, · · · , 2(Ny/2 + 1) et k = 1, · · · , Nz. Dans la direction y, les
éléments d’indice impair correspondent aux parties réelles des composantes de
Fourier et les éléments d’incide pair aux parties imaginaires pour le même vec-
teur d’onde. Les vecteurs d’onde Ky1 et Kz1 désignent les composantes continues
dans les directions y et z. Les Nz/2 + 1 premiers éléments dans la direction z cor-
respondent aux vecteurs d’onde allant de 0 à Nz/2, et les Nz/2 − 1 suivants aux
vecteurs d’onde −Nz/2 + 1 à −1.

Finalement, Ψ doit être stocké sous une forme unidimensionnelle pour la ré-
solution numérique. La disposition suivante a été adoptée :
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Ψ =




Ψ1(x1, Ky1, Kz1)
...

Ψ1(xNx , Ky1, Kz1)





Nx

...

Ψ1(x1, Ky2(Ny/2+1)
, Kz1)

...
Ψ1(xNx , Ky2(Ny/2+1)

, Kz1)





Nx





2(Ny/2 + 1)

...

Ψ1(x1, Ky1, KzNz)
...

Ψ1(xNx , Ky1, KzNz)





Nx

...

Ψ1(x1, Ky2(Ny/2+1)
, KzNz)

...
Ψ1(xNx , Ky2(Ny/2+1)

, KzNz)





Nx





2(Ny/2 + 1)





Nz

...

ΨNc(x1, Ky1, Kz1)
...

ΨNc(xNx , Ky1, Kz1)





Nx

...

ΨNc(x1, Ky2(Ny/2+1)
, Kz1)

...
ΨNc(xNx , Ky2(Ny/2+1)

, Kz1)





Nx





2(Ny/2 + 1)

...

ΨNc(x1, Ky1, KzNz)
...

ΨNc(xNx , Ky1, KzNz)





Nx

...

ΨNc(x1, Ky2(Ny/2+1)
, KzNz)

...
ΨNc(xNx , Ky2(Ny/2+1)

, KzNz)





Nx





2(Ny/2 + 1)





Nz





Nc (5.25)
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FIG. 5.4 – Représentation matricielle de l’opérateur ∂x en Chebyshev pour
Nx = 30 et Ny = 1 (il y a deux blocs correspondant aux parties réelle et imagi-
naire).

5.3.c Blocs matriciels
L’étape suivante concerne la disposition des opérateurs. Une dérivation dans

la direction verticale consiste en des blocs Nx × Nx diagonaux par rapport aux
Ky et aux Kz (figure 5.4). Une dérivation dans la direction y ou z fait apparaître
deux bandes sur et sous diagonales. Ceci est dû à l’alternance des composantes
réelle et imaginaire qui sont transformées l’une dans l’autre par l’opérateur de
dérivation d’ordre 1 (figure 5.5). Pour l’opérateur de dérivée seconde, la matrice
est diagonale.

L’agencement des matrices est plus subtil pour les termes d’advection ou de
multiplication par une fonction des variables d’espace. Dans la direction verti-
cale, on aura simplement des éléments diagonaux contenant la valeur du champ
d’advection en chaque point (absence de corrélations entre deux point x et x ′). En
revanche, le fait de représenter les fonctions spectralement horizontalement fait
apparaître des produits de convolution pour les termes d’advection (figure 5.6)
liés à la multiplication de fonctions dans l’espace réel. Il existera donc en général
des couplages entre tous les Ky, d’une part, et tous les Kz, d’autre part, pour un x
donné. Malgré la complexité de la matrice à construire (liée en partie à la prise en
compte de la symétrie hermitienne de la transformée de Fourier d’une fonction
réelle), ceci a un avantage : mis à part le cas où l’opérateur d’advection implique
une dérivée verticale (figure 5.7), les blocs d’advection sont remplis seulement
très partiellement, puisqu’il n’y a pas de couplage entre différents points x et
x′ dans la direction verticale. Lorsque le nombre de points dans cette direction
est important, il devient intéressant d’utiliser un stockage dit sparse, pour lequel
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FIG. 5.5 – L’opérateur ∂y pour Nx = 4, et Ny = 10. La composante réelle de la
dérivée est calculée à partir de la composante imaginaire du champ initial. Le
bloc (Ky1, Ky1) est vide puisqu’il correspond au vecteur d’onde nul. La matrice
n’est pas inversible et il faut se restreindre à la résolution du système sur l’espace
des fonctions à moyenne nulle dans cette direction, en imposant le bloc identité
sur la composante continue (non représenté ici).

seules les coordonnées des éléments non nuls de la matrice ainsi que leur valeur
sont gardées en mémoire.

5.3.d Conditions aux limites

Dans le cas de la résolution d’un système linéaire, il est nécessaire d’imposer
des conditions aux limites. Le problème est éludé dans les directions périodiques
horizontales en imposant des blocs identité sur les composantes continues. Dans
la direction verticale, toutes les lignes de la matrice correspondant aux points 1
et Nx (s’il y a plusieurs conditions aux limites) sont remplacées par des lignes
contenant l’équation des conditions aux limites.

5.3.e Algorithmes utilisés

Une fois les matrices remplies, les problèmes de résolution de systèmes li-
néaires peuvent être traités par deux méthodes. La première est une méthode
directe basée sur le paquet ���������	� , qui nécessite le passage en argument de la
totalité de la matrice. Elle est donc restreinte aux problèmes de petite taille. La se-
conde méthode utilise le paquet 
����������	� , qui propose une implémentation mul-
tifrontale de la résolution de systèmes linéaires pour des matrices stockées sous
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FIG. 5.6 – Représentation matricielle d’un opérateur v(x, y)∂y pour Nx = 4, et
Ny = 10. v possède des composantes sur les quatre premiers Ky, ce qui fait ap-
paraître des couplages pour les modes Ky ± 1,Ky ± 2,Ky ± 3,Ky ± 4. La symétrie
hermitienne de la transformée de Fourier fait que le couplage avec les modes qui
ont un nombre d’onde négatif est calculé en utilisant le conjugué des modes avec
un nombre d’onde positif. Tous les blocs de couplage Ky sont diagonaux par rap-
port à la coordonnée x, ce qui rend la matrice très creuse.

FIG. 5.7 – Une construction similaire à la précédente pour l’opérateur v(x, y)∂x.
Cette fois-ci, la matrice est nettement plus remplie en raison de la présence d’une
dérivée verticale.
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forme sparse. Après avoir validé cette deuxième méthode par des tests compa-
ratifs avec ���������	� à basse résolution, nous avons principalement utilisé celle-ci,
car elle permet d’accéder à des résolutions plus importantes (en raison du mode
de stockage) et offre des temps de calcul plus petits que ���������	� . Pour traiter des
problèmes plus complexes comme ceux évoqués au paragraphe 5.2.c, il sera cer-
tainement nécessaire d’utiliser un algorithme de type décomposition en valeurs
singulières.

5.4 Calculs de viscosités turbulentes dans des
écoulements simples

Le code a pour commencer été testé en procédant à des résolutions de sys-
tèmes simples et à des multiplications dans toutes les directions, afin de valider le
constructeur de matrices. Une fois ces tests réussis, nous nous sommes attaqués
au problème concret du calcul de viscosités turbulentes pour trois écoulements
bidimensionnels, à savoir l’écoulement de Kolmogorov, l’écoulement hexagonal
simple et l’écoulement hexagonal décoré. Nous n’avons malheureusement pas eu
le temps d’aller plus loin.

5.4.a Écoulement de Kolmogorov
L’écoulement de Kolmogorov (figure 5.8) est le premier écoulement pour le-

quel une viscosité turbulente négative a été trouvée (Meshalkin et Sinai 1961, Si-
vashinsky 1985). Sa fonction de courant ψ est

ψ(y, z) = cos z . (5.26)

À faible nombre de Reynolds (Re = 1/ν ici), la viscosité turbulente peut être
déterminée perturbativement. Elle vaut

νT = ν − 1
2ν

(5.27)

Une instabilité à grande échelle doit donc être observée pour Re >
√

2. Ce com-
portement est illustré sur la figure 5.9, réalisée à partir des résultats obtenus à
l’aide de notre programme.

5.4.b Écoulement hexagonal simple
Il n’est en général pas possible d’obtenir une expression analytique explicite

pour la viscosité turbulente, à part dans des cas très simples comme celui de
l’écoulement de Kolmogorov. L’écoulement hexagonal simple (figure 5.10) est un
exemple d’écoulement isotrope plus compliqué, dont la fonction de courant est

ψ(y, z) = cos
(

y −
√

3 z
)

+ cos
(

y +
√

3 z
)

+ cos 2 y . (5.28)
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FIG. 5.8 – Champ de vitesse et carte de la vorticité pour l’écoulement de Kolmo-
gorov. L’écoulement est périodique dans la direction z (verticale de la feuille) et
infini dans la direction y.

FIG. 5.9 – Calcul numérique de la viscosité turbulente de l’écoulement de Kolmo-
gorov en fonction du nombre de Reynolds (16 modes ont été utilisés).
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FIG. 5.10 – Champ de vitesse et carte de la vorticité pour l’écoulement hexagonal
simple. L’écoulement est périodique dans les deux directions.

FIG. 5.11 – Calcul numérique de la viscosité turbulente (équation (5.29)) de l’écou-
lement hexagonal simple en fonction du nombre de Reynolds. Celle-ci est tou-
jours positive (résultat identique à la figure 2 de l’article de Gama et al. (1994)).
Une résolution 16 × 16 suffit pour assurer la convergence des résultats.
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La viscosité turbulente de cet écoulement est toujours positive et a été calculée
par Gama et al. (1994). Le passage du formalisme de Dubrulle et Frisch (1991) à
celui de Gama et al. (1994) est donné par

νT = ν2112 = ν1221 =
1
2

(ν1111 + ν2222 − ν2211 − ν1212 − ν2121) (5.29)

où l’indice 1 correspond à la direction y et l’indice 2 à la direction z. En particulier,
si la viscosité turbulente est isotrope, on doit avoir

ν1121 + ν1211 − ν1222 − ν2221 = ν2212 + ν2122 − ν2111 − ν1112 = 0 . (5.30)

Nous avons là aussi réussi à retrouver ces résultats (figure 5.11) avec le code,
ce qui a permis de valider une bonne partie de la construction numérique des
matrices

5.4.c Écoulement hexagonal décoré

Les écoulements possédant un seul vecteur d’onde (au sens d’une norme uni-
que), comme l’écoulement hexagonal simple, ont des viscosités turbulentes posi-
tives. Gama et al. (1994) ont donc apporté des modifications à l’écoulement hexa-
gonal simple pour tenter d’obtenir des viscosités turbulentes négatives. L’écoule-
ment hexagonal décoré (figure 5.12) possède cette propriété. C’est également un
écoulement isotrope, dont la fonction de courant est donnée par

ψ(y, z) = −1
2

[
cos 2 y + cos

(
y +

√
3 z
)

+ cos
(

y −
√

3 z
)]

+
1
2

[
cos

(
4 y + 2

√
3 z
)

+ cos
(

5 y −
√

3 z
)

+ cos
(

y − 3
√

3 z
)]

−1
2

[
cos 4 y + cos

(
2 y + 2

√
3 z
)

+ cos
(

2 y − 2
√

3 z
)]

+
1
2

(
cos

(
4 y − 2

√
3 z
)

+ cos
(

5 y +
√

3 z
)

+ cos
(

y + 3
√

3 z
)]

.

(5.31)
Il est particulièrement intéressant pour tester le code car il possède plusieurs com-
posantes de Fourier, ce qui permet de voir si les blocs matriciels pour l’advec-
tion ont été correctement calculés. Les résultats obtenus sont tout à fait corrects,
comme le montrent la figure 5.13 et le tableau 5.1, qui correspondent parfaitement
aux résultats donnés par Gama et al. (1994) dans leur tableau 3.
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FIG. 5.12 – Champ de vitesse et carte de la vorticité pour l’écoulement hexagonal
décoré. L’écoulement est périodique dans les deux directions.

FIG. 5.13 – Viscosité turbulente de l’écoulement hexagonal décoré en fonction du
nombre de Reynolds. On observe une transition νT < 0 et donc une instabilité
à grande échelle lorsque le nombre de Reynolds de l’écoulement augmente. La
convergence des résultats pour cet écoulement est assurée avec 32 × 32 modes.
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Coefficient Valeur
ν1111 2.250099
ν2111 0.677645
ν1112 -1.025665
ν2112 1.348196
ν1121 -0.329628
ν2121 0.348196
ν1122 0.553705
ν2122 -0.677647
ν1211 0.677645
ν2211 0.553706
ν1212 0.348196
ν2212 0.329628
ν1221 1.348196
ν2221 1.025664
ν1222 -0.677647
ν2222 2.250095

TAB. 5.1 – Coefficients du tenseur de viscosité turbulente donné par l’équa-
tion (5.21) pour l’écoulement hexagonal décoré et ν = 1/Re = 1. Pour cette valeur
de Re, νT = ν2112 = ν1221 est positif. On peut également montrer que la viscosité
de cet écoulement est isotrope, la relation (5.30) étant vérifiée.

5.5 Conclusions

Nous avons consacré ce chapitre à la présentation d’une approche alternative
aux simulations numériques directes pour résoudre les problèmes de transport
turbulent et de modélisation des petites échelles dans les écoulements turbulents.
Pour aborder ce problème, un code basé sur le formalisme de la théorie de la vis-
cosité turbulente, développé par Dubrulle et Frisch (1991), a été mis au point. Il
a jusqu’à présent permis de retrouver les résultats obtenus par Gama et al. (1994)
pour des écoulements bidimensionnels. Il est à noter que ces auteurs n’avaient
pas utilisé stricto sensu le même formalisme que Dubrulle et Frisch (1991) et que
leur méthode numérique était différente de la nôtre. Nos tests confirment donc
rigoureusement l’expression (5.21) de Dubrulle et Frisch (1991) ainsi que les ré-
sultats (dans le domaine linéaire) de Gama et al. (1994).

Comme nous l’avons évoqué précédemment, l’étape suivante consistera à gé-
néraliser la théorie à des écoulements tridimensionnels non périodiques comme
la convection entre deux plaques, pour lesquels la solution des problèmes ad-
joints posés par l’utilisation de développements asymptotiques est non triviale.
Pour cela, les travaux de Cross et Newell (1984) et Newell et al. (1990) devraient
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être d’une grande utilité. Une fois cette étape franchie, des résultats devraient
pouvoir être obtenus pour des écoulements à petite échelle plus complexes, issus
par exemple de simulations numériques directes de convection de rapport d’as-
pect 1. Nous avons en particulier déja intégré la présence d’une direction aniso-
trope dans les configurations réalisables numériquement, ce qui devrait faciliter
la recherche des solutions.

Un commentaire final sur la nature du problème à résoudre peut être fait au
regard de la théorie présentée ici. Lorsque le nombre de Reynolds augmente, les
écoulements de base peuvent devenir instables à petite échelle. Ces instabilités
se développent sur des temps beaucoup plus courts qu’une instabilité à grande
échelle de type viscosité turbulente négative. Il est donc possible qu’une instabi-
lité lente n’ait pas vraiment de sens lorsque le nombre de Reynolds est très élevé,
comme c’est le cas pour la granulation. Néanmoins, l’observation de la surface
solaire nous montre que le motif de la granulation est présent à tous les temps et
que son comportement est plutôt « calme » en raison de la petitesse du nombre
de Peclet, qui la rend thermiquement laminaire. Il n’est donc pas insensé de pen-
ser pouvoir espérer parvenir à des résultats intéressants pour la convection so-
laire en utilisant des théories établies pour des nombres de Reynolds modérés.
Le transport turbulent garde dans tous les cas une légitimité physique, puisque
ses effets sont observés à la surface solaire (par exemple, il facilite la diffusion du
champ magnétique à grande échelle). Le problème essentiel reste donc, comme
nous l’avons vu, de parvenir à le formaliser dans ce contexte.

Il reste bien sûr beaucoup de travail à effectuer avant d’espérer pouvoir obte-
nir des résultats intéressants pour les grandes échelles de la convection solaire et
plus généralement pour le problème du transport turbulent en astrophysique. Il
était nécessaire de commencer par des problèmes simples afin de parvenir à réa-
liser une construction numérique du formalisme théorique actuel de la viscosité
turbulente, ce que nous avons tenté de faire ici.

ÀÀÀ





Conclusions et perspectives

La thématique centrale de ce travail était la compréhension de l’origine et de la
dynamique des grandes échelles de la convection observées dans la photosphère
du Soleil, à savoir la mésogranulation et la supergranulation. La modélisation
de la convection photosphérique fait appel aux équations de la dynamique des
fluides en milieu fortement stratifié en densité et en présence de champ magné-
tique. Les résultats obtenus au cours de cette étude concernent donc simultané-
ment les domaines de la physique solaire et de la dynamique des fluides.

Pour commencer, une description et une synthèse détaillées des différentes
observations de la photosphère du Soleil calme et des nombreuses simulations
numériques de convection réalisées pour les comprendre ont été effectuées (cha-
pitre 1). Cette première partie a permis de préciser la problématique associée à
l’origine de la mésogranulation et de la supergranulation solaires. Nous avons
en particulier mis en évidence les problèmes d’interprétation liés aux observa-
tions et avons mis l’accent sur les succès mais aussi sur les limites de résolution et
les défauts de réalisme des modèles numériques actuels, qu’ils soient locaux (en
géométrie cartésienne) ou globaux (en géométrie sphérique). Une question essen-
tielle posée au terme de cette analyse a été de savoir si la mésogranulation et la
supergranulation constituaient des phénomènes de surface ou si elles étaient la
manifestation d’une dynamique trouvant naissance en profondeur dans la zone
convective du Soleil.

Les travaux présentés dans ce document ont ensuite permis d’apporter de
nouveaux éléments de réponse à cette question. Les résultats obtenus à l’aide
d’un modèle théorique linéaire de convection à grande échelle utilisant des condi-
tions aux limites effectives de type flux thermique fixé ont tout d’abord montré
qu’une approche linéaire du problème de l’instabilité convective n’aboutissait pas
nécessairement à des cellules d’extension horizontale comparable à l’épaisseur
de la couche fluide, contrairement à ce qui est supposé dans le modèle histo-
rique de la supergranulation (chapitre 3). Une des conclusions importantes de
cette étude est donc qu’il est possible d’imaginer des modèles pour lesquels les
grandes échelles horizontales de la convection sont générées à proximité de la surface.
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Dans la configuration étudiée, une étude approfondie de l’influence du champ
magnétique et de la stratification en densité a également montré que des échelles
« finies » dans la direction horizontale pouvaient se développer en présence d’un
champ magnétique suffisant, alors que la théorie linéaire sans champ magné-
tique dans l’approximation de Boussinesq prédit une instabilité du mode cor-
respondant à la plus grande échelle disponible du domaine considéré. Une esti-
mation du champ magnétique moyen nécessaire à l’obtention d’échelles super-
granulaires dans une couche de 5 000 km de profondeur a abouti à des valeurs
comprises entre 100 G et 1 kG, qui sont compatibles avec l’intensité des champs
magnétiques observés dans le réseau chromosphérique.

Le complément logique de cette étude linéaire a été la réalisation de simula-
tions numériques de convection turbulente compressible dans un polytrope, vi-
sant à mettre en évidence des mécanismes possibles de génération d’écoulements
à grande échelle à proximité de la surface de la zone de convection solaire. Au
chapitre 4, nous avons présenté des résultats sans champ magnétique obtenus
grâce à un code DNS de MHD compressible partiellement développé et validé au
cours de la thèse en partant d’un code Boussinesq (annexe A). Afin de résoudre le
problème de la simulation des échelles comprises entre la granulation et la super-
granulation, le choix d’un rapport d’aspect très important a été fait dans cette ex-
périence. Cette configuration coûteuse du point de vue numérique a permis pour
la première fois d’étudier dans des simulations compressibles la dynamique de
la convection à des échelles horizontales jusqu’à quarante fois plus grandes que
l’épaisseur du domaine de la simulation.

Le principal résultat de ces simulations concerne le développement simultané
de structures cohérentes d’origine convective à mésoéchelle et de structures granulaires
générées dans une couche limite thermique. Une comparaison entre la simula-
tion polytropique et une simulation de convection avec transfert radiatif a permis
d’affiner l’analyse de ce résultat et de le relier qualitativement aux observations
de la photosphère. Nous sommes arrivés à la conclusion que les deux échelles
distinctes mises en évidence dans la simulation présentaient des similarités avec
la mésogranulation et la granulation solaires. Nous avons alors argumenté que
la mésogranulation pourrait être l’échelle dominante du transport convectif sous
la surface solaire et que sa dynamique pourrait être en grande partie masquée
par la physique de la couche limite thermique. Il n’a en revanche pas été possible
d’observer le développement privilégié de mouvements à des échelles « super-
granulaires » comparables à l’extension horizontale du domaine de simulation,
mais nous avons malgré tout mis en évidence que les transferts non-linéaires
permettaient d’alimenter faiblement ces modes à très grande échelle. Une autre
possibilité serait que les mésoéchelles obtenues correspondent en réalité à une
supergranulation pour les paramètres de la simulation.

Au début du chapitre 5, nous avons souligné que la compréhension et la mo-
délisation du transfert non-linéaire, qui étaient au cœur des deux études pré-
cédentes, constituaient les pierres angulaires du problème des grandes échelles
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de la convection dans la photosphère solaire. Après avoir constaté que l’hypo-
thèse de séparation d’échelle pourrait être appliquée dans le cadre des interac-
tions entre la supergranulation et la turbulence à petite échelle, nous avons donc
pour terminer suggéré une nouvelle approche du problème de l’origine de la su-
pergranulation se fondant sur les travaux théoriques de dynamique des fluides
sur les théories de champ moyen de type effet AKA ou viscosité turbulente.

Au cours de cette thèse, l’étude de configurations d’écoulement inédites a
abouti à des propositions d’idées nouvelles concernant la question de l’origine
de la mésogranulation et de la supergranulation solaires. Le travail réalisé a éga-
lement permis de confirmer, de généraliser et de préciser des résultats récents ob-
tenus par différentes équipes. Il pose aussi de nombreuses questions : beaucoup
d’efforts restent à faire pour parvenir à une description cohérente et complète de
la dynamique de la convection dans la photosphère solaire. Il semble donc natu-
rel de terminer cette synthèse par un ensemble de propositions et de directions
de recherche possibles s’appuyant sur les résultats présentés dans ce document.

Du point de vue observationnel, il y a beaucoup à attendre des mesures des
champs magnétiques intra-réseau dans les années à venir. Les travaux les plus
récents à ce sujet indiquent que le champ magnétique est présent à toutes les
échelles de la convection photosphérique, mais ses caractéristiques restent mal-
heureusement encore mal connues aujourd’hui. En particulier, l’obtention d’ob-
servations magnétiques à haute résolution sera essentielle pour comprendre le
processus de dynamo à petite échelle généré par la convection dans la photo-
sphère.

Nous devrons en parallèle suivre attentivement les progrès de l’héliosismolo-
gie locale et espérer que les résolutions offertes par cette méthode atteindront un
jour l’échelle mésogranulaire pour pouvoir notamment tester les idées proposées
ici. Si la détermination de la topologie des champs magnétiques photosphériques
par cette technique s’avérait possible dans les années à venir, il serait également
extrêmement intéressant de pouvoir regarder la structure du réseau magnétique
sous la surface afin de mieux comprendre le rôle du champ magnétique dans la
dynamique de la supergranulation.

Des simulations numériques semblables à celles que nous avons présentées
doivent être réalisées dans des régimes de paramètres différents (stratification,
nombre de Rayleigh, nombre de Prandtl, rapport d’aspect) pour clarifier les ré-
sultats obtenus. En particulier, comment les tailles des structures cohérentes et
des granules varient-elles avec le nombre de Rayleigh ?

L’inclusion du champ magnétique dans les simulations, comme nous l’avons
souligné au chapitre 4, sera de toute évidence une étape clé vers une description
cohérente de la structure de la convection photosphérique. Se poseront à ce mo-
ment là l’ensemble des questions relatives à la dynamo, qui devront être résolues
en collaboration avec des spécialistes de la question.

Un point qui n’a pas été soulevé dans ce travail mais qui mériterait une at-
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tention particulière est la question du taux de rotation anormalement élevé de la
supergranulation par rapport au réseau chromosphérique, et de manière plus gé-
nérale la compréhension des relations entre les champs magnétiques du réseau
et la structure supergranulaire. Ces problèmes ont été peu abordés du point de
vue numérique, alors que leur étude est susceptible de nous fournir des informa-
tions intéressantes sur la dynamique de la supergranulation. Cependant, la mise
en place du couplage entre simulations de convection photosphérique et simu-
lations chromosphériques est vraisemblablement très difficile et nécessitera du
temps. Un projet postdoctoral sur ce sujet est en cours de définition. Il devrait
être réalisé en collaboration avec Tahar Amari, du groupe de MHD de l’École Po-
lytechnique, et avec des spécialistes de la dynamo à petite échelle de l’université
de Cambridge. Nous espérons qu’il offrira des perspectives intéressantes pour la
compréhension de l’interface entre photosphère et chromosphère.

Du côté théorique, il est important que les tentatives d’application de théories
de champ moyen au problème de la supergranulation se poursuivent. L’objectif
à court terme est de dépasser les résultats obtenus pour des écoulements théo-
riques simples et de parvenir à estimer les propriétés de transport et les possi-
bilités d’instabilité à grande échelle pour des écoulements à petite échelle issus
de simulations numériques directes. À plus long terme, il restera à inventer une
théorie satisfaisante du transport d’énergie par convection à l’échelle des étoiles...

Voilà de quoi occuper plusieurs générations d’astrophysiciens !

ÀÀÀ
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Méthodes numériques
et tests du code de

simulations directes
BALAÏTOUS

En essayant continuellement, on finit par réussir. Donc : plus ça rate, plus on a de chance
pour que ça marche.

Devise Shadok particulièrement bien adaptée aux simulations numériques

A.1 Historique et objectifs

BALAÏTOUS est un code parallèle de simulations magnétohydrodynamiques
directes en trois dimensions développé pour l’étude de milieux plans anisotropes,
comme les milieux stratifiés dans une direction par la gravité. Il a été initié par F.
Califano et A. Mangeney dans le cadre de simulations astrophysiques et géophy-
siques (les méthodes numériques que nous présentons brièvement ici ont été tes-
tées par Califano (1996)). La parallélisation et les évolutions récentes du code pour
les milieux incompressibles sont décrites dans deux rapports d’activité IDRIS (Li-
gnières 1999, 2002). Le langage utilisé est du fortran 90. Un exemple de problème
astrophysique traité avec cet outil (couche de mélange dans une zone radiative)
peut être trouvé dans Lignières et al. (1998). Dans ce document, nous présentons
le travail effectué au cours de cette thèse pour adapter ce programme au cas des
milieux magnétiques complètement compressibles stablement ou instablement stra-
tifiés. De tels problèmes physiques, comme nous l’avons vu au paragraphe 1.4,
ont été abordés du point de vue numérique dans les trente dernières années par
plusieurs groupes (Cambridge, Chicago, Boulder, Copenhague). Notre premier
objectif a donc été de rendre le programme compétitif vis-à-vis de ces recherches
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et de le valider en reprenant une partie de ces études. Trois fils conducteurs ont
été suivis :

– un souci de fiabilité des résultats ;

– un souci de performance, associé entre autres aux contraintes posées par le
sujet de thèse (simulations à grand rapport d’aspect tridimensionnelles) ;

– un souci de facilité d’utilisation, afin que des problèmes variés (et il n’en
manque pas lorsqu’on mélange stratification et champ magnétique !) puis-
sent être résolus sans qu’il y ait besoin d’apporter des modifications ma-
jeures au code source, et que le code soit utilisable dans le futur au sein du
groupe de dynamique des fluides astrophysiques de Toulouse. À cette fin,
une documentation complète du programme a été réalisée.

Respecter simultanément ces points essentiels du cahier des charges n’est pas une
tâche évidente, car bien souvent l’optimisation passe par des sacrifices au niveau
de la commodité d’utilisation. Cela dit, la structure du code avant les modifica-
tions apportées au cours de ce travail était telle qu’elle permettait d’envisager
sereinement la conciliation de ces deux aspects.

Une description des méthodes numériques utilisées et du fonctionnement du
code ainsi qu’une présentation de l’interface réalisée en parallèle pour le traite-
ment des résultats sont proposées. Plus de détails sont donnés dans la documen-
tation du programme. Nous présentons également les différents tests de fiabilité
et de performance effectués sur le programme.

A.2 Fonctionnement général du code : méthodes
numériques employées et parallélisation

A.2.a Organisation des données

Les équations (2.1), (2.2), (2.3, (2.4) du chapitre 2 sont résolues numérique-
ment en faisant évoluer les variables v, T, ρ, et B dans le temps. Dans le code
ces variables sont contenues dans le tableau FF, contenant Nc champs, et de taille
Nx × Ny × Nz.

Remarque
Comme au chapitre 5, Nx est le nombre de points dans la direc-

tion verticale. Les variables x, y, z utilisées dans le code ne corres-
pondent pas à celles utilisées dans le système d’équations du cha-
pitre 2.
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A.2.b Schémas numériques de différentiation spatiale

Direction verticale

Le schéma vertical de différentiation est un schéma aux différences finies com-
pactes d’ordre 6 ou 8 basé sur les travaux de Lele (1992). Il se situe à l’interface
entre une méthode spectrale et un schéma classique de différences finies. Le prin-
cipe général est de calculer une combinaison linéaire des dérivées suivant la di-
rection verticale aux différents points de grille en fonction d’une combinaison
linéaire des valeurs des fonctions en ces points. Des schémas de bords appropriés
aux types de conditions aux limites (champs fixés, dérivées fixées) doivent être
utilisés. On obtient alors un système linéaire inversible numériquement qui per-
met de calculer les dérivées spatiales dans la direction anisotrope.

Un des avantages de cette méthode est qu’elle possède une précision quasi-
spectrale. La stabilité inconditionnelle du schéma a été prouvée pour l’ordre 6
dans le cas d’une équation d’advection (Carpenter et al. 1993). Du côté des in-
convénients, les pas de temps requis sont plus restrictifs par rapport au cas des
différences finies classiques.

• Ordre 6

Dérivée première. Le schéma intérieur pour la dérivée première s’écrit

α f ′i−1 + f ′i + α f ′i+1 =
a

2∆x
( fi+1 − fi−1) +

b
4∆x

( fi+2 − fi−2) , (A.1)

avec α = 1/3, a = 14/9 et b = 1/9. Les schémas d’ordre 5 aux bords sont

f ′1 =
1

∆x

8
∑
i=1

ai fi , (A.2)

f ′N = − 1
∆x

8
∑
i=1

ai fN+1−i . (A.3)

On a a1 = −296/105, a3 = −125/8, a5 = −215/12, a7 = −25/8, a2 = 415/48,
a4 = 985/48, a6 = 791/80, a8 = 145/336. Aux points adjacents aux bords les
schémas suivants sont utilisés :

f ′2 =
1

∆x

8
∑
i=1

bi fi , (A.4)

f ′N−1 = − 1
∆x

8
∑
i=1

bi fN+1−i , (A.5)
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où b1 = −3/16, b3 = 109/48, b5 = 115/144, b7 = 23/240, b2 = −211/180,
b4 = −35/24, b6 = −1/3, b8 = −1/72. Si la dérivée est connue, les expressions
aux bords deviennent

f ′1 = f ′bas , (A.6)

f ′N = f ′haut . (A.7)

Dérivée seconde. Pour la dérivée seconde, le schéma intérieur est

β f ′′i−1 + f ′′i + β f ′′i+1 =
aa

(∆x)2 ( fi+1 − 2 fi + fi−1) +
bb

4 (∆x)2 ( fi+2 − 2 fi + fi−2) ,

(A.8)
avec β = 2/11, aa = 12/11, bb = 3/11. Le schéma compact d’ordre 3 suivant est
apppliqué aux bords :

f ′′1 + βb f ′′2 =
1

(∆x)2

4
∑
i=1

aai fi , (A.9)

f ′′N + βb f ′′N−1 =
1

(∆x)2

4
∑
i=1

aai fN+1−i , (A.10)

où βb = 11, aa1 = 13, aa2 = −27, aa3 = 15, aa4 = −1. Aux points adjacents aux
bords, un schéma compact d’ordre 4 est utilisé :

βbb f ′′1 + f ′′2 + βbb f ′′3 =
aab

(∆x)2 ( f3 − 2 f2 + f1) , (A.11)

βbb f ′′N−2 + f ′′N−1 + βbb f ′′N =
aab

(∆x)2 ( fN − 2 fN−1 + fN−2) , (A.12)

avec βbb = 1/10, aab = 6/5. Si la dérivée est connue, on utilisera aux bords le
schéma compact d’ordre 3 suivant :

f ′′1 + 2 f ′′2 = − 3
∆x

f ′bas +
3

2 (∆x)2 ( f3 − f1) , (A.13)

f ′′N + 2 f ′′N−1 =
3

∆x
f ′haut +

3
2 (∆x)2 ( fN−2 − fN) . (A.14)
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• Ordre 8

Dérivée première. Dans ce cas, on prend le schéma compact d’ordre 8 pour
les points intérieurs (voir Lele 1992), le schéma compact d’ordre 4 pour les points
adjacents aux bords et les schémas compact d’ordre 4 suivants pour les bords.

f ′1 + α f ′2 =
1

∆x

4
∑
i=1

ai fi , (A.15)

f ′N + α f ′N−1 = − 1
∆x

4
∑
i=1

ai fN+1−i , (A.16)

où α = 3, a1 = −17/6, a2 = 3/2, a3 = 3/2, a4 = −1/6.

Dérivée seconde. Les schémas de bord s’écrivent

f ′1 + α f ′2 =
1

(∆x)2

5
∑
i=1

ai fi , (A.17)

f ′′N + α f ′′N−1 =
1

(∆x)2

5
∑
i=1

ai fN+1−i , (A.18)

avec α = 10, a1 = (11α + 35)/12, a2 = −(5α + 26)/3, a3 = (α + 9)/2, a4 =
(α − 14)/3, a5 = (11 − α)/12. Si la dérivée première est connue on utilise les
schémas de bords décrits plus haut.

Direction horizontale

Dans les directions horizontales, pour lesquelles on impose des conditions aux
limites périodiques, il est intéressant d’utiliser une méthode spectrale. Celle-ci est
implémentée dans BALAÏTOUS par l’intermédiaire de la bibliothèque FFTW pa-
rallèle. Pour le moment la librairie FFT Cray peut aussi traiter les FFTs, mais seule-
ment pour le cas des milieux non compressibles. L’utilisation de ces bibliothèques
permet une parallélisation importante du code, indispensable pour des simula-
tions à haute résolution. Cette parallélisation est effectuée sur une des directions
horizontales. Autrement dit, chaque processeur voit seulement des tranches ver-
ticales d’atmosphère (voir figure A.1).

Dans l’espace réel, seulement Nzp = Nz/Nproc points sont vus par un pro-
cesseur, et dans l’espace spectral, la répartition des données par FFTW est telle
que Ny/Nproc modes sont visibles sur chaque processeur, tous les modes de Fou-
rier dans l’autre direction horizontale étant visibles (il s’agit simplement d’une
transposition des données lors du calcul de la FFT).
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PSfrag replacements
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FIG. A.1 – Répartition des données de la boîte de simulation sur les différents pro-
cesseurs. La parallélisation de la FFTW est effectuée en découpant des tranches
de Nx × Ny × Nzp points par processeur.

Dealiasing

Dans BALAÏTOUS, seules les dérivées sont calculées dans l’espace spectral.
L’ensemble des autres opérations sur les champs se fait dans l’espace réel, y com-
pris en ce qui concerne termes d’advection. D’autres groupes (Brummell et al.
2002) préfèrent tout calculer dans l’espace spectral et effectuer un bref passage
dans l’espace réel pour le calcul des termes d’advection (qui se résument alors
de simples multiplications, plus rapides et plus faciles à mettre en œuvre que des
produits de convolution). Dans les deux cas, la troncation de la transformée de
Fourier discrète à l’ordre N, et le calcul des termes d’advection dans l’espace réel
ont pour conséquence l’apparition de modes spurieux (Canuto et al. 1988). On
peut noter que les différences finies compactes agissent naturellement comme un
filtre passe-bas et suppriment en grande partie ce phénomène. La situation est
différente pour la partie spectrale du schéma spatial.

Un filtre de dealiasing a donc été implémenté pour supprimer les modes pa-
rasites qui ne respectent pas le critère d’échantillonage de Shannon-Nyquist. En
pratique, pour N modes de Fourier, seulement 2N/3 modes sont alors utilisables.
Pour éviter une pollution du spectre (et par voie de conséquence de la solution
obtenue) par les modes incorrectement résolus, on peut mettre à 0 leur amplitude
à chaque pas de temps (on parle de dealiasing par troncation, par opposition à la
technique de dealiasing par déphasage). Il peut être intéressant de faire des tests
avec/sans dealiasing afin de voir si la solution sans troncation est fondamentale-
ment différente de la solution tronquée. Si tel n’est pas le cas on a tout avantage
à ne pas utiliser le dealiasing, car celui-ci fait augmenter la mémoire nécessaire à
la simulation et surtout nécessite d’effectuer des transformées de Fourier aller et
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retour supplémentaires (6 actuellement, sachant que le code dans sa version pu-
rement hydrodynamique sans dealiasing effectue 5 FFTs aller et 10 FFTs retour à
chaque itération temporelle).

A.2.c Schéma temporel

Le schéma temporel est un algorithme de Runge-Kutta d’ordre 3 ou 4. Il s’agit
d’un schéma complètement explicite, décrit dans Demuren et al. (2001). L’avan-
tage principal de ce schéma est qu’il ne requiert qu’un faible stockage mémoire.

A.2.d Le dilemme compressible/incompressible

Il existe une différence essentielle du point de vue numérique entre les pro-
blèmes incompressibles et compressibles, qui doit être discutée ici. Dans le cas
d’un milieu incompressible, il n’existe pas d’équation d’évolution pour la den-
sité, puisque l’équation de continuité se limite à une contrainte de divergence
nulle pour la vitesse. La difficulté réside alors dans le calcul du champ de pres-
sion à chaque itération, sous la contrainte que la divergence du champ de vitesse
soit nulle. Du point de vue numérique, cela passe par la résolution d’une équa-
tion de Poisson sur la pression et l’inversion d’un système linéaire. Cette étape de
l’itération demande évidemment un temps de calcul important.

Au contraire, les problèmes compressibles sont munis d’une équation d’évo-
lution en temps pour la densité, qui devient de ce point de vue une variable
« comme les autres ». On pourrait donc penser que se lancer dans les simula-
tions incompressibles est plus délicat. Évidemment, ce n’est pas complètement
le cas, car l’existence de la nouvelle équation d’évolution a un coût élevé : celui
du calcul de la propagation d’ondes sonores. Numériquement parlant, ce phé-
nomène physique est à l’origine d’une réduction importante du pas de temps
dans la simulation. Le calcul d’un pas de temps sera donc plus rapide dans le cas
compressible, mais il faudra plus de pas de temps pour simuler le même temps
physique pour échantilloner la propagation des ondes sonores correctement.

A.2.e Interface de traitement

Avant de passer aux tests proprement dits, signalons qu’une interface de trai-
tement et de visualisation 3D et d’analyse des données a été développée au cours
de ce travail, qui est maintenant disponible avec le code. Elle a permis de réaliser
les illustrations de ce manuscrit. Le développement d’un tel programme est assez
laborieux car il doit prendre en compte la quantité importante de données géné-
rée par le code principal. Pour les simulations que nous avons effectuées, chaque
« image » de la boîte occupe en effet quasiment 4 Go, qu’il est impossible de char-
ger avec les PCs actuels. Il faut donc procéder à des découpages des données, et il
peut dès lors s’avérer délicat de calculer certaines quantités comme des fonctions
de corrélation, pour lesquelles il est nécessaire d’avoir un accès simultané à un
sous-ensemble important des données totales.
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FIG. A.2 – Interface de visualisation IDL pour les simulations avec BALAÏTOUS.

A.3 Tests numériques

A.3.a Pas de temps et résolution spatiale

Le problème de la magnétoconvection en milieu compressible fait intervenir
de nombreuses échelles de temps, comme en témoigne le nombre de paramètres
physiques donnés au chapitre 2 : trois échelles de temps diffusifs (magnétique,
thermique, visqueuse), une échelle de temps sonore, une échelle de temps alf-
vénique, une échelle de temps de chute libre (qui constitue l’échelle de temps
dynamique la plus rapide possible). Le pas de temps choisi pour réaliser la simu-
lation doit être inférieur à tous ces pas de temps si l’on souhaite propager l’in-
formation d’un point de grille à un autre correctement (et éviter les instabilités
numériques...). On doit donc avoir
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Il faut multiplier en pratique par un facteur de sécurité de l’ordre de 0.05 à 0.4
le ∆t réel le plus contraignant pour obtenir le pas de temps numérique satisfai-
sant, mais ceci dépend à la fois du schéma numérique et du phénomène phy-
sique le plus difficile à résoudre temporellement. Dans le cas des ondes sonores,
ce facteur est bien connu sous le nom de condition de Courant-Friedrichs-Lewy
(CFL). Quelques exemples tirés de Lele (1992) sont donnés dans le tableau A.1.
Ces facteurs de sécurité ne donnent qu’une borne supérieure. On observe sou-
vent que des facteurs plus contraignants doivent être adoptés. Ils peuvent entre
autres dépendre du type de conditions aux limites utilisées. Pour les problèmes
de convection abordés dans cette thèse (différences finies compactes d’ordre 6 et
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Runge-Kutta d’ordre 3), des facteurs de sécurité de 0.15 et 0.125 ont été utilisés
respectivement pour les pas de temps sonore et diffusif.

RK3 RK4
Équation DFC6 DFC8 FFT DFC6 DFC8 FFT
Diffusion 0.36 0.33 0.25 0.42 0.39 0.29
Advection 0.87 0.78 0.55 1.43 1.29 0.9

TAB. A.1 – Facteurs de sécurité relatifs à divers phénomènes physiques pour les
différences finies compactes, les méthodes spectrales et le schéma de Runge-Kutta
(ordre 3 RK3 et ordre 4 RK4). La méthode spectrale est plus contraignante que la
méthode aux différences finies compactes.

Remarque
Lorsque l’échelle de temps limitante est une échelle diffusive (qui

dépend des nombres de Prandtl choisis) il faut faire très attention à
choisir un facteur de sécurité en accord avec le coefficient de diffu-
sion, qui peut varier au travers de la couche de fluide si on a choisi
des coefficients dynamiques constants ! (ν = µ/ρ, et ρ est plus petit
en haut de la couche qu’en bas).

A.3.b Tests de performances et de parallélisation

Les tests ont été menés sur PC (Linux) AMD Athlon 1.5 GHz avec 1 Go de
RAM, sur SGI Origin 3800 (processeurs R14000 cadencés à 500 MHz) au CINES
et sur l’IBM SP4 de l’IDRIS (processeurs cadencés à 1.3 GHz). Dans tous les cas la
librairie FFTW a été employée pour la partie spectrale du code (sans dealiasing),
le schéma de différences finies compactes d’ordre 6 a été utilisé, ainsi que l’al-
gorithme de Runge-Kutta d’ordre 3. Les tests 2D sont dans une direction FFT et
dans l’autre différences finies compactes.

Comparaison de performances entre architectures

Résolution Athlon SGI SP4
64×64 0.045 0.087 0.041
96×96 0.1 0.19 0.083

128×128 0.2 0.34 0.14
256×256 1.0 1.6 0.56
512×512 4.6 7.9 2.7

TAB. A.2 – Temps de calcul monoprocesseur (en secondes) d’un pas de temps
pour des simulations 2D purement hydrodynamiques (5 champs).
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Résolution Athlon SGI SP4
62×64 0.042 0.084 0.04
82×64 0.058 0.111 0.053
96×64 0.066 0.129 0.062

100×64 0.069 0.132 0.064
128×64 0.095 0.16 0.083
140×64 0.098 0.185 0.089
164×64 0.115 0.218 0.11

Résolution Athlon SGI SP4
82×32 0.028 0.057 0.038
82×64 0.059 0.11 0.053
82×96 0.088 0.16 0.073
82×128 0.11 0.22 0.083
82×256 0.25 0.45 0.15
82×512 0.61 0.92 0.31

82×1 024 1.43 2.07 0.76

TAB. A.3 – Influence des résolutions verticale (gauche) et horizontale (droite) sur
le temps de calcul monoprocesseur (en secondes) d’un pas de temps pour des
simulations 2D purement hydrodynamiques. On observe une loi linéaire par rap-
port au nombre de points dans la direction verticale. En revanche, l’efficacité des
FFTs diminue pour un grand nombre de points.

Résolution Athlon SGI SP4
82×64×64 8.6 11.6 4.82

82×128×128 42.7 56.2 30
82×256×256 217 292 147

TAB. A.4 – Temps de calcul monoprocesseur (en secondes) d’un pas de temps
pour des simulations 3D purement hydrodynamiques. À noter les meilleures per-
formances relatives du SGI par rapport au PC comparé au cas 2D.

Efficacité de la parallélisation

Ces tests ont été menés sur SGI Origin 3800 et IBM SP4 pour des simulations
3D purement hydrodynamiques. L´efficacité de la parallélisation est donnée par

η =
Tmono

Nproc × TNproc

,

où Tmono est le temps réel de calcul d’un pas de temps calculé sur un unique pro-
cesseur, et TNproc est le temps réel de calcul pour la même résolution lorsque le
code est parallélisé sur Nproc. Les temps de calcul pour des résolutions impor-
tantes peuvent être réduits de manière directement proportionnelle au nombre
de processeurs pour peu que l’efficacité de la parallélisation soit bonne. Pour la
FFTW, le maximum de processeurs utilisable pour que la parallélisation soit in-
téressante est tel que N2

proc = N, où N est le nombre de points dans chacune des
directions horizontales. Pour la résolution 256× 256× 82, par exemple, l’efficacité
est excellente jusquà 16 processeurs.

On peut voir que les PCs se prêtent bien aux simulations 2D, qui sont peu
parallélisables. Enfin, la parallélisation du code semble être meilleure sur l’IBM
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Résolution Nproc TNproc,SGI (s) ηSGI TNproc,SP4 ηSP4
82×32×32 1 2.2 1 0.72 1

2 1.45 0.75 0.46 0.78
4 1.17 0.47 0.34 0.52
8 1.24 0.22 0.47 0.19

82×64×64 1 11.6 1 4.82 1
2 6.6 0.87 2.39 1
4 3.7 0.78 1.18 1
8 2.7 0.53 0.9 0.67

82×128×128 1 56.2 1 30 1
2 29.1 0.96 15.3 0.98
4 15.5 0.9 5.4 1.38
8 7.5 0.93 2.8 1.34
16 6.5 0.54 2.2 0.85

82×256×256 1 292 1 147 1
2 142.5 1.03 66 1.1
4 60.2 1.2 24 1.5
8 47.8 0.76 13.5 1.35
16 19 0.95 6.9 1.3
32 23.9 0.38 6.2 0.74

TAB. A.5 – Efficacité de la parallélisation pour des simulations 3D purement hy-
drodynamiques sur Origin 3800 et IBM SP4. Les meilleures efficacités sont obte-
nues lorsque le nombre de points dans une direction horizontale est égal à N2

proc.

FIG. A.3 – Représentation des résultats du tableau A.5 pour SGI (à gauche) et IBM
SP4 (à droite).
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de l’IDRIS et les temps de calcul sont sensiblement réduits sur cette machine par
rapport à l’Origin du CINES.

A.4 Tests du code sur quelques problèmes de
physique

Dans cette section, plusieurs tests sur « l’ABC » de la physique des milieux
compressibles magnétisés sont présentés. En dépit de la simplicité apparente des
exemples, ceux-ci constituent des vérifications importantes du bon fonctionne-
ment du programme. Ils ont permis de débusquer divers problèmes et d’amélio-
rer considérablement la compréhension du comportement du code.

A.4.a Ondes sonores
La première vérification du bon fonctionnement d’un code compressible est

bien sur la propagation des ondes sonores. Afin d’obtenir une validation quanti-
tative, nous avons donc effectué ce test dans le cas d’une atmosphère isotherme
en injectant dans l’atmosphère des modes propres dont les fréquences propres
sont connues par ailleurs. Avant de procéder, nous devons cependant déterminer
les paramètres physiques à utiliser dans le test. En effet l’équation d’onde dans
un milieu stratifié est compliquée par l’existence d’ondes de gravité, et il convient
de la simplifier.

Expression des fréquences dans le cas de l’atmosphère isotherme

Les fréquences ou pulsations caractéristiques pour ce problème, exprimées
par l’intermédiaire des paramètres définis au chapitre 2, s’expriment selon

– N2 = (Λ/H) (1 − 1/γ),

– ωc = 1/2
√

(γΛ)/H.
N est la fréquence de Brünt-Vaïsälä, et ωc est la pulsation de coupure des ondes
acoustiques de l’atmosphère. L’équation caractéristique des oscillations adiaba-
tiques gravito-acoustiques pour une perturbation ζ est donnée (Lamb 1932, Les
1993) par (

∂2

∂t2 + ω2
c

)
∂2ζ

∂t2 − c2
s

∂2

∂t2 ∆ ζ − N2c2
s∆h ζ = 0 , (A.20)

où ∆h est la partie horizontale de l’opérateur laplacien. Notons que l’absence de
diffusion est impossible à réaliser numériquement, si bien qu’on calcule en réalité
des fréquences de modes faiblement non-adiabatiques (le temps de propagation
caractéristique d’une ondes est toujours très inférieur aux temps diffusifs du sys-
tème).
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Les modes acoustiques

Pour obtenir les fréquences acoustiques dans le fluide, on impose la limite
haute-fréquence ω2 � N2 dans l’équation (A.20) en prenant H → +∞, ce qui
permet de retrouver l’équation d’ondes habituelle :

∂2

∂t2 ζ − c2
s∆ ζ = 0 . (A.21)

Si on prend des conditions aux limites stress-free sur la vitesse, dans la limite
adiabatique, il faut imposer des ventres de température et de densité sur les pa-
rois inférieure et supérieure de la couche. En négligeant les dérivées d’ordre 1/H,
on obtient les solutions stationnaires en modes propres, pour une couche de rap-
port d’aspect 1 (Landau et Lifshitz 1971) :

vz = −A sin(nπz) cos(2mπx) sin ωt ,

vx = −2m
n

A cos(nπz) sin(2mπx) sin ωt ,

δρ =

√
n2 + 4m2

n
c−1

s A cos(nπz) cos(2mπx) cos ωt ,

δT = (γ − 1) δρ .

(A.22)

Validation quantitative

Pour H = 10 000 et cs = 400 (en unités thermiques), la fréquence fondamen-
tale est 63.66. On injecte initialement le mode n = 1, m = 2 pour les perturba-
tions. La période théorique (en unités sonores) est alors de 1/

√
5 = 0.447, véri-

fiable sur la figure A.4. On peut également apprécier sur cette figure la décrois-
sance exponentielle des oscillations sur une échelle de temps (en unités sonores)
τdec = cs/(5π2(1 + Pr)) = 4.05, liée à la non-adiabaticité (Pr = 1).

A.4.b Convection dans un polytrope sans champ magnétique

Principe du test

On peut obtenir directement les taux de croissance de l’instabilité convective
dans un polytrope (Gough et al. 1976) en utilisant le solver de problèmes aux
valeurs propres généralisées LSB mentionné au chapitre 3, et imposer comme
condition initiale dans le programme les vecteurs propres ainsi obtenus. Le test
consiste à vérifier le taux de croissance des solutions linéaires de l’instabilité lors
des premiers pas de temps de la simulation.
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FIG. A.4 – Perturbation de température et évolution du mode propre acoustique
n = 1, m = 2. La période du mode est de 0.447, exprimé en fonction de la période
fondamentale de vibration (unité utilisée sur la courbe). Le rapport 2 entre l’am-
plitude des vitesses est celui prévu par la théorie (la perturbation de température
a été multipliée par cs sur la courbe).

Validation quantitative

On se place dans un polytrope m = 1, caractérisé par une température zo
en haut de la couche. Le nombre de Rayleigh au milieu de la couche est super-
critique. Le vecteur d’onde horizontal est a = π. Le taux de croissance est λ
(pour une dépendance des variables en exp[λt]). Le test est effectué pour plu-
sieurs types de conditions aux limites sur la température (T=température fixée,
F=flux fixé) afin de tester la validité des schémas de bords des différences finies
compactes sur les deux parois. Les conditions aux limites sur la vitesse sont stress-
free. Divers nombres de Prandtl et zo ont été utilisés pour conforter le test. Les
résultats sont tout à fait satisfaisants, comme en témoigne le tableau A.6.

A.4.c Instabilité de magnétoconvection - Overstabilité

L’overstabilité magnétique est un exemple de convection dite « double diffu-
sive », car elle fait intervenir deux nombres de Prandtl (de fait, on devrait plutôt
dire « triple diffusive ») : le nombre de Prandtl thermique, et le nombre de Prandtl
magnétique. Il s’agit en fait de convection en présence d’un champ magnétique,
l’intensité de celui-ci étant déterminée par le nombre de Chandrasekhar Q. Le
couplage entres modes de convection et modes magnéto-acoustiques fait appa-
raître un régime d’oscillations lorsque le nombre de Prandtl magnétique est su-
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Cond. lim. R zo Pr λth λsim
TT 5 000 0.1 1 39.95 39.94
TT 5 000 0.1 10 87.40 87.43
TT 5 000 0.01 1 36.62 36.61
TT 40 000 0.1 1 194.1 194.1
FF 5 000 0.1 10 97.8 97.8
FF 5 000 0.01 1 43.83 43.89
FF 40 000 0.1 1 203.6 203.6
FT 5 000 0.1 10 89.59 89.61
FT 5 000 0.01 1 39.72 39.50
FT 40 000 0.1 1 194.45 194.41
TF 5 000 0.1 10 96.14 96.07
TF 5 000 0.01 1 41.43 41.1
TF 40 000 0.1 1 203.36 203.37

TAB. A.6 – Taux de croissance de l’instabilité convective sans champ magnétique,
donnés par la théorie linéaire et calculés par BALAÏTOUS dans diverses configu-
rations d’atmosphère.

périeur au nombre de Prandtl thermique. Le rapport entre ces deux nombres est

ζ =
η

κ
∝ ρ . (A.23)

Il dépend de la profondeur comme ρ dans le cas d’un milieu stratifié avec une
conductivité thermique constante. Physiquement, pour qu’un comportement os-
cillant puisse se manifester, il faut que le champ magnétique diffuse moins que
la température, afin que la tension magnétique des lignes de champ puisse agir
comme une force de rappel sur les modes convectifs (si la diffusion magnétique
est trop importante, les lignes de champ « glissent » au travers du fluide). Dans le
cas où ζ > 1 partout dans le fluide, la convection ne peut apparaître que par une
bifurcation stationnaire. L’étude linéaire est effectuée par Chandrasekhar (1961).

Principe du test

L’instabilité de magnétoconvection (ou overstabilité magnétique) est un test
intéressant, car elle fait intervenir à la fois les termes compressibles, magnétiques,
non-linéaires, et non-adiabatiques des équations. Elle permet donc de valider si-
multanément le comportement du code sur plusieurs points essentiels. Le test
consiste à retrouver des résultats 2D relatifs à un modèle de taches solaires (Weiss
et al. 1990) sur plusieurs modes overstables de polytropes dans le régime non-
linéaire. On peut calculer le taux de croissance initial de l’instabilité, la pulsation
des oscillations dans le régime non-linéaire, ainsi que le flux d’énergie moyen,
représenté par la moyenne temporelle du nombre de Nusselt 〈Nu〉. Enfin, on vé-
rifiera la transition d’un régime périodique à un régime apériodique autour d’une
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valeur critique du nombre de Rayleigh évalué au milieu de la couche. Une étude
pour différents ζ est effectuée pour tester les termes diffusifs.

Validation quantitative

Les paramètres utilisés pour le premier test sont les suivants (Weiss et al. 1990,
p. 439) : γ = 5/3, zo = 0.1, m = 1, Pr = 1, ζmid = 0.6 (ou Prm = 0.909 en
bas de la couche). Le rapport d’aspect est 4/3 (vecteur d’onde horizontal a =
4.71), des conditions aux limites de température fixée sont appliquées et le champ
magnétique au niveau des parois est vertical. Le nombre de Chandrasekhar vaut
2 000. Pour cet ensemble de paramètres, la convection se met en place sous forme
oscillante si R > 29 751 (bifurcation de Hopf) et une bifurcation fourche apparaît
ensuite pour R = 59 475. Trois simulations sont réalisées, pour R = 50 000 (régime
périodique), R = 60 000 (régime de transition), et R = 80 000 (régime chaotique).
L’évolution temporelle de la convection est illustrée sur la figure A.5.

Dans le deuxième test, les paramètres utilisés sont identiques, sauf Q = 1 000
et ζmid = 1.2 (Prm = 0.454 en bas). Le nombre de Rayleigh vaut 47 000 (figure 15
de Weiss et al. (1990)). L’ensemble des résultats est résumé dans le tableau A.7.

Paramètres Test Weiss et al. (1990)/théorie Simulation
ζmid = 0.6, τ 48.8 48.8
Q = 2 000, ω 91.9 92.3
R = 50 000 〈Nu〉 1.5 1.4
ζmid = 0.6, τ 139.9 140.3
Q = 2 000, ω 89.2 89.7
R = 60 000 〈Nu〉 1.8 1.78
ζmid = 1.2, τ 108.1 108
Q = 1 000, ω 51.8 52
R = 47 000 〈Nu〉 1.58 1.54

TAB. A.7 – Comparaison entre les résultats de Weiss et al. (1990) et la simulation
avec BALAÏTOUS pour le taux de croissance τ de l’instabilité overstable dans le
régime linéaire, la pulsation dans le régime non-linéaire, et la moyenne tempo-
relle du nombre de Nusselt 〈Nu〉 prise en z = zo. Un excellent accord entre les
deux est obtenu.

A.5 Conclusions

Dans cette annexe, les propriétés essentielles du programme BALAÏTOUS ont
été décrites. Les tests de vitesse et de parallélisation ont montré qu’une utilisa-
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FIG. A.5 – Évolution au cours du temps du nombre de Nusselt pour les trois si-
mulations avec R = 50 000, R = 60 000, et R = 80 000, illustrant la transition du
régime périodique au régime chaotique pour ζmid = 0.6 (la valeur de Nu oscille
deux fois plus rapidement que le mode lui-même). En dessous, un instantané de
chacune des simulations représentant le champ de vitesses et le champ de tempé-
rature. À noter l’absence de symétries spatiales dans le dernier cas contrairement
aux deux régimes précédents, caractéristique des transitions vers la turbulence.

tion performante du code sur des architectures parallèles était possible. Ils ont
également permis de caractériser les paramètres numériques requis pour une si-
mulation de convection à grand rapport d’aspect.

L’ensemble des tests physiques a d’autre part abouti à une vérification quan-
titative des aptitudes du programme à reproduire des processus fondamentaux à
l’œuvre dans les milieux astrophysiques stratifiés et magnétisés (ondes sonores,
ondes d’Alfvén, convection, etc.), ce qui nous permet d’envisager avec sérénité
son utilisation dans le cadre de simulations plus avancées.

ÀÀÀ
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e Oscillations alfvéniques

d’une coquille sphérique
de fluide incompressible

B.1 Introduction

B.1.a Avant-propos

À la suite de mon stage de DEA avec Michel Rieutord, j’ai travaillé sur une
deuxième thématique en parallèle de mon sujet de thèse, en coencadrant notam-
ment le stage de DEA de Daniel Reese. Ce sujet ne présente pas de lien direct avec
la convection solaire, c’est pourquoi il est présenté en marge du reste des résul-
tats de ce manuscrit. Une partie de la résolution du problème (paragraphe B.5) a
cependant été réalisée en utilisant des outils mathématiques que j’ai découverts à
l’occasion de l’étude du formalisme des problèmes de viscosité turbulente. Seuls
les aspects essentiels du problème et de ses implications et un aperçu relative-
ment succinct des résultats obtenus sont présentés ici, le détail complet de cette
étude ayant été publié dans deux articles (Rincon et Rieutord 2003, Reese et al.
2004).

B.1.b Oscillations magnétiques stellaires

La motivation originale de ce travail est l’observation de pulsations stellaires
fortement influencées par la présence de champs magnétiques forts. Le cas le plus
caractéristique est celui des étoiles roAp, découvertes par Don Kurtz en 1978 (voir
Kurtz (1990) pour une revue sur le sujet). Ces étoiles possèdent des champs ma-
gnétiques intenses (environ 1 kG soit 0.1 T) à leur surface, de géométrie princi-
palement dipôlaire. Leur axe de rotation n’est en général pas aligné avec l’axe
magnétique (il existe pour cette raison les modèle dits du « pulsateur oblique »
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et du « rotateur oblique »). Elles présentent des anomalies chimiques fortes aux
pôles magnétiques (Balmforth et al. 2001), ce qui leur a donné le droit d’obtenir
l’appellation « Ap » (étoiles de type A avec une composition chimique particu-
lière). La partie « ro » signifie quant à elle rapidly oscillating. Ces astres oscillent en
effet sur des modes acoustiques (p-modes) avec une période courte allant de 5 à
15 minutes. Cependant, au contraire des oscillations acoustiques de notre Soleil,
ces pulsations sont fortement anisotropes puisqu’elles sont concentrées aux pôles
magnétiques. On connaît une trentaine de ces astres aujourd’hui, mais aucune
explication théorique satisfaisante ne permet pour le moment d’expliquer ce phé-
nomène quantitativement (et en particulier de calculer précisément les fréquences
d’oscillation).

Compte-tenu des contraintes observationnelles, on ne peut observer que les
composantes harmoniques de bas degré ` < 4 de ces pulsations, et la plupart
des modèles se sont concentrés sur ces harmoniques. Une des difficultés essen-
tielles du problème est le couplage important entre ondes acoustiques et ondes
d’Alfvén dans les couches de surface. En effet, la densité y étant nettement plus
faible que dans les zones internes, la vitesse d’Alfvén VA = B/√ρµo peut y être
très importante et devenir comparable à la vitesse des ondes acoustiques, si bien
que les théories de perturbation des modes acoustiques par le champ magnétique
deviennent inutilisables. Des modèles en perturbations singulières ont certes été
élaborés (Biront et al. 1982, Roberts et Soward 1983, Campbell et Papaloizou 1986,
Dziembowski et Goode 1996) mais la complexité mathématique du problème n’a
guère permis de tirer de conclusions définitives sur la question. Les modèles les
plus récents ont soit pris en compte la force de Lorentz de manière empirique
(Balmforth et al. 2001), soit négligé les couplages entre harmoniques sphériques
de différents degrés (Bigot et Dziembowski 2002), qui, comme nous allons le mon-
trer, peuvent être très importants. Notons dans le travail de Lionel Bigot l’incor-
poration de la force centrifuge, qui joue un rôle prépondérant dans la dynamique
de ces étoiles qui sont des rotateurs rapides.

L’ensemble des considérations précédentes nous a encouragés à commencer
par une étude idéalisée du problème, qui permettrait d’isoler les phénomènes les
plus importants entrant en jeu dans les pulsations de ces étoiles. Comme on a
pu s’en rendre compte, l’incorporation simultanée de toute la complexité phy-
sique ne constitue pas une approche viable. Pour commencer, nous nous sommes
donc focalisés sur le problème des oscillations alfvéniques incompressibles d’une
coquille sphérique de plasma conducteur, en utilisant une méthode de résolution
globale, i. e. prenant en compte un grand nombre de degrés harmoniques. Ce point
est essentiel pour la modélisation rigoureuse de la force de Lorentz.

Notons que cette étude ne se rattache pas seulement au problème des étoiles
roAp. D’autres étoiles pulsantes abritent en effet des champs magnétiques forts.
C’est le cas par exemple de certaines naines blanches (Lou 1995). Enfin, la confi-
guration étudiée ici peut également être utilisée comme un modèle de certains
intérieurs planétaires comme celui de Jupiter (Stevenson 1983) dans lequel l’hy-
drogène, probablement métallisé sous l’effet de pressions gigantesques, possède
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une conductivité électrique extrêmement élevée (Celliers et al. 2000) propice à
la propagation quasi-adiabatique d’ondes magnétiques. Finalement, remarquons
que des études similaires ont déjà été menées en géométrie cylindrique dans le
cadre de l’étude des plasmas de laboratoire et des tokamaks (Kerner et al. 1986),
ainsi que pour les tubes de flux magnétique dans l’atmosphère solaire (Goossens
et al. 2002), et qu’il s’agit de la première tentative en géométrie sphérique.

Le paragraphe qui suit est consacré au formalisme. Les propriétés des solu-
tions axisymétriques du problème sont présentés aux paragraphes B.3 et B.4, et
une solution analytique asymptotique pour le cas des modes toroïdaux est déri-
vée au paragraphe B.5. Les conclusions essentielles de notre étude ainsi que ses
perspectives, sont données au paragraphe B.6.

B.2 Oscillations magnétiques en géométrie
sphérique

B.2.a Modèle et équations
Une étoile (très) simplifiée

Le modèle adopté est le suivant. Il s’agit de décrire la distribution d’énergie
liée à la propagation d’ondes d’Alfvén de cisaillement (cf. paragraphe B.2.d) dans
une coquille sphérique de plasma incompressible de densité ρo, de rayon R, et
de rapport d’aspect η, possédant une viscosité cinématique ν et une conductivité
électrique σo constantes (figure B.1). Cette « étoile » est baignée dans un champ
magnétique dipôlaire B = Bo · R3

(
cos θ

r3 er + sin θ
2r3 eθ

)
, où r, θ, er et eθ ont leur dé-

finition usuelle en coordonnées sphériques. L’extérieur de l’étoile correspond au
vide, le champ magnétique y est donc potentiel, ce qui permet de déterminer les
conditions aux limites magnétiques à l’extérieur. Le cœur, quant à lui, est sup-
posé infiniment conducteur électriquement. Des conditions aux limites de type
stress-free, plus réalistes du point de vue astrophysique, sont appliquées sur la
vitesse.

Les équations linéarisées sans dimension

La vitesse d’Alfvén caractéristique dans le plasma est VA = Bo/√ρoµo. Dans
ce système, il s’agit de la seule vitesse de propagation que l’on puisse former, en
absence de rotation ou de compressibilité. On peut donc procéder à une adimen-
sionalisation des équations usuelles de la magnétohydrodynamique incompres-
sible en prenant comme unité de longueur R, VA comme unité de vitesse et Bo
comme unité de champ magnétique. La recherche d’ondes conduit à linéariser le
système pour des perturbations (sans dimension) v et b avec des dépendances
temporelles de la forme eλt, où λ = iω + τ (ω est la fréquence et τ le taux de
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PSfrag replacements
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(1−η)R
ηR

FIG. B.1 – Schéma du modèle de la coquille sphérique magnétisée.

croisssance ou d’amortissement du mode, suivant son signe). L’ensemble de ces
hypothèses et définitions mène au système d’équations suivant :

∇ · v = 0,
∇ · b = 0,
λ∇×v = ∇× ((∇×b) × B) + E ∇×∆ v,
λb = ∇× (v × B) + Em ∆ b.

(B.1)

La première équation correspond à la propriété d’incompressibilité du fluide, la
deuxième caractérise le caractère solénoïdal du champ magnétique, la troisième
impose la conservation de la quantité de mouvement en présence de la force de
Lorentz associée au champ magnétique, tandis que la dernière décrit l’induction
magnétique. Les paramètres E et Em correspondent aux diffusivités adimensio-
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nalisées1 :
E =

ν

RVA
, Em =

1
σoµoRVA

. (B.2)

Typiquement, dans une étoile, ces deux paramètres prennent des valeurs minus-
cules, de l’ordre de 10−13 pour le premier et 10−8 pour le second. Notons dès à
présent qu’il s’agit d’une des difficultés majeures de l’étude. En effet, avec les ca-
pacités numériques actuelles, on ne peut guère descendre en dessous de valeurs
de l’ordre de 10−6, et il est par conséquent fort délicat d’extrapoler des résultats
obtenus numériquement au cas stellaire. Ceci légitime donc des approches ana-
lytiques (lorsqu’elles sont possibles) comme celles données au paragraphe B.5,
car elles permettent de savoir si les solutions calculées par un ordinateur sont
singulières dans la limite des diffusivités nulles.

Les équations (B.1), si on leur adjoint les conditions aux limites choisies pré-
cédemment, constituent un problème aux valeur propres géneralisé, de la forme
Ax = λBx, òu A et B sont deux opérateurs, et x = (v, b). Les solutions recher-
chées sont des couples (λ, x). La recherche de l’ensemble des valeurs propres so-
lutions λ permet d’obtenir le spectre des ondes d’Alfvén dans ce système.

B.2.b Décomposition harmonique des équations MHD

Afin de résoudre le problème aux valeurs propres en géométrie sphérique il
est très pratique de décomposer les vecteurs v et b sur la base des harmoniques
sphériques (Rieutord 1987, 1991). On a

v =
∞

∑
`=0

`

∑
m=−`

u`
mRm

` + v`
mSm

` + w`
mTm

` ,

b =
∞

∑
`=0

`

∑
m=−`

a`
mRm

` + b`
mSm

` + c`
mTm

` ,
(B.3)

où Rm
`

, Sm
`

, et Tm
`

sont les harmoniques sphériques normalisées

Rm
` = Ym

` er, Sm
` = r∇Ym

` , Tm
` = r∇×Rm

` . (B.4)

u`
m, v`

m, w`
m, a`

m, b`
m, c`

m dépendent uniquement de la variable r. (u`
m, v`

m) et (a`
m, c`

m)
sont des composantes poloïdales, et w`

m et c`
m sont des composantes toroïdales. On

doit ensuite utiliser l’expression des divers opérateurs dans la base harmonique
pour développer le système (B.1). L’ensemble des résultats de ce calcul est donné
dans Rincon et Rieutord (2003). Notons simplement que les relations imposant la
divergence nulle permettent de se débarrasser de v`

m et b`
m dans les calculs.

Pour résoudre le problème numériquement il est bien entendu nécessaire de le
discrétiser. Le développement (B.3) assure cela pour les variables angulaires. Une

1la lettre E a été choisie pour des raisons historiques propres à l’équipe de dynamique des
fluides astrophysiques de Toulouse. E désignant habituellement le nombre d’Ekman, le lecteur
averti devinera aisément la personne à l’origine de ce choix.
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discrétisation sur des polynômes de Chebyshev est effectuée dans la direction ra-
diale. Celle-ci possède deux propriétés très importantes. Elle permet en premier
lieu de mettre beaucoup de points près des bords du domaine, où des couches
limites peuvent se former. Ensuite, la convergence des solutions est spectrale (la
précision du calcul augmente exponentiellement avec le nombre de points uti-
lisés), ce qui en fait une méthode robuste et précise. En pratique, on tronque les
développements à L harmoniques sphériques et Nr polynômes de Chebyshev. On
peut obtenir à l’heure actuelle une résolution maximale de l’ordre de 1000 harmo-
niques pour 400 Chebyshev (avec un seul m), sur le calculateur vectoriel NEC de
l’IDRIS.

Le code de résolution de problèmes linéraires LSB, développé par Lorenzo
Valdetarro et Michel Rieutord, permet de résoudre le problèm en utilisant soit
une méthode directe basée sur l’algorithme QZ calculant l’ensemble du spectre
(mais avec une mauvaise précision sur les vecteurs propres), soit une méthode
itérative de type Arnoldi-Chebyshev calculant un ensemble limité (mais avec une
très bonne précision) de valeurs propres et de vecteurs propres autour d’un point
λ = iω + τ donné du plan complexe.

B.2.c Symétries et classification des modes propres

Dans le problème posé, un couplage entre harmoniques sphériques est imposé
par la présence du champ magnétique, qui brise la symétrie sphérique. La dé-
pendance du champ permanent en cos θ couple l’harmonique ` aux harmoniques
` + 1 et ` − 1. Comme le champ est axisymétrique, aucun couplage entre m n’est
présent (ce n’est plus le cas lorsqu’on introduit un axe de rotation incliné par rap-
port à l’axe magnétique (Bigot et Dziembowski 2002)). Les solutions se divisent
alors en deux catégories axisymétrique (m = 0) et non-axisymétrique (m 6= 0).
On pourra se convaincre en regardant l’annexe A de Rincon et Rieutord (2003)
que pour la première catégorie, les variables poloïdales (u`

m, a`
m) d’une part, et to-

roïdales (w`
m, c`

m) d’autre part, sont découplées, et que le champ de vitesse et le
champ magnétique ont toujours des parités opposées par rapport au plan équa-
torial (` pairs pour la vitesse, ` impairs pour le champ magnétique ou vice-versa).
Cela conduit naturellement à introduire la classification suivante pour l’ensemble
des modes propres :

Axisymétrique





xλ = (u1
0, a2

0, · · · , u2`−1
0 , a2`

0 , · · · ) impair poloïdal,
xλ = (a1

0, u2
0, · · · , a2`−1

0 , u2`
0 , · · · ) pair poloïdal,

xλ = (w1
0, c2

0, · · · , w2`−1
0 , c2`

0 , · · · ) pair toroïdal,
xλ = (c1

0, w2
0, · · · , c2`−1

0 , w2`
0 , · · · ) impair toroïdal,

(B.5)

Non-axisymétrique
{

xλ = (um+2k
m , wm+2k+1

m , am+2k+1
m , cm+2k

m ) pair,
xλ = (um+2k+1

m , wm+2k
m , am+2k

m , cm+2k+1
m ) impair.

(B.6)
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Nous nous contenterons ici de décrire les modes axisymétriques, les modes non
axisymétriques ayant des comportements proches de l’une des deux familles po-
loïdale ou toroïdale (Reese et al. 2004). Auparavant, il peut être utile de rappeler
les propriété essentielles des ondes d’Alfvén.

B.2.d Les ondes d’Alfvén en résumé
Comme leur nom l’indique, ces ondes ont été découvertes par Hannes Alf-

vén dans les années 1940 (e. g. Alfvén 1945). Elles correspondent aux vibrations
des lignes de champ magnétique couplées aux vibrations du champ de vitesse.
Le caractère ondulatoire est lié à la force de Lorentz, qui agit comme une force
de rappel sur les élements fluides déplacés perpendiculairement aux lignes de
champs. Pour un développement en ondes planes k, la relation de dispersion
sans dimension est donnée par (Chandrasekhar 1961)

−(λ + Emk2)(λ + Ek2) = k2 cos2 θ , (B.7)

où θ est l’angle entre le vecteur d’onde k et la ligne de champ (parallèle à B). En
absence de dissipation, on a

ω

k
= cos θ. (B.8)

La vitesse de groupe de l’onde est alors proportionnelle à cos θ. Si en revanche on
décide de tenir compte de la dissipation, le taux d’amortissement est donné par

τ = −k2 (Em + E)

2
. (B.9)

On rappelle finalement que k · v = k · b = 0. La relation (B.8) montre qu’il n’y
a propagation que si le vecteur d’onde a une composante longitudinale et que
l’énergie se propage uniquement le long de la ligne de champ. L’équation (B.9)
montre quant à elle que les deux termes diffusifs jouent un rôle symétrique pour
des ondes planes.

B.3 Modes axisymétriques poloïdaux

Pour tout renseignement détaillé sur l’étude de ces modes, le lecteur intéressé
pourra se référer à Rincon et Rieutord (2003).

B.3.a Modes stationnaires
Une première famille de modes, qui a pour principale propriété ω = 0, ne

présente pas spécialement d’intérêt pour l’astérosismologie, si ce n’est qu’il s’agit
d’un canal possible de dissipation d’énergie dans une étoile. Les modes appar-
tenant à cette famille ne possèdent pas de nœuds dans la direction parallèle aux
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lignes de champ, et correspondent chacun à un nombre de nœuds différent dans
la direction perpendiculaire (figure B.2). Le taux d’amortissement augmente avec
le nombre de nœuds, ce qui est qualitativement représentatif de la relation (B.9).

FIG. B.2 – Deux modes stationnaires avec des taux d’amortissement différents.
Dans chaque cas, il s’agit d’une coupe méridionale de la coquille sphérique.
Compte-tenu de la symétrie équatoriale seul l’hémisphère nord est représenté. Le
quart droit correspond à l’énergie magétique b2 et le quart gauche à la dissipation
ohmique |∇×b|2 (échelle des couleurs logarithmique).

B.3.b Modes oscillants
Spectre et propriétés générales

Lorsque ω 6= 0, la situation devient nettement plus intéressante. Pour com-
mencer, le spectre des valeurs propres (figure B.3) dans le plan complexe devient
plus compliqué. Une double quantification est observée : la première concerne
principalement la fréquence, tandis que la seconde affecte essentiellement le taux
d’amortissement. Qualitativement, on trouve que la première correspond à la
quantification du nombre de nœuds n des modes le long de la ligne de champ
(et donc de la composante parallèle du vecteur d’onde), la seconde ressemblant à
celle des modes stationnaires. Ceci est illustré par les figures B.4 et B.5.

La propriété essentielle de ces modes est qu’ils se focalisent sur les pôles,
quelque soit la fréquence. La quantification du spectre par rapport aux pulsa-
tions peut alors être calculée de manière asymptotique en se plaçant sur le pôle
et en utilisant une analyse de type WKB (Bender et Orzag 1978) pour ω → ∞. On
arrive à la règle de quantification

ωn =
2(2n + 1)π

1 − η4 , (B.10)

qui donne un bon accord avec les résultats numériques (tableau B.1). Enfin, l’é-
tude du spectre harmonique (figure B.6) permet de voir que les couplages entre `

restent très importants jusqu’à ` = 60. Pour le mode dont le spectre est représenté
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FIG. B.3 – Spectre des valeurs propres des modes poloïdaux pour η = 0.35,
Em = 10−4, E = 10−13. La région en bas à gauche n’est pas explorable avec pré-
cision numériquement, mais contient très certainement des valeurs propres. En
revanche, il n’y a aucune valeur propre dans la région en haut à droite du spectre,
ce qui est une conséquence de la relation de dispersion (B.8) et de l’équation (B.9),
qui donne qualitativement ωmax ∝

√
|τ|.

sur la figure B.6, on voit même que le maximum du spectre est obtenu pour ` =
14, ce qui montre qu’il peut être risqué de ne pas tenir compte de ces couplages
dans les modèles d’oscillations magnétiques.

B.3.c Couches de cisaillement internes

Pour finir, on peut noter que la structure polaire des modes pour ` ≤ 60
est régulière (autrement dit elle garde une largeur σθ finie lorsque les difffusi-
vités tendent vers 0). En revanche, les couches internes visibles sur la figure B.5
sont singulières et leur finesse complique considérablement l’étude numérique à
faible diffusivité. Pour le voir, on a représenté sur la figure B.7 un mode propre
pour η = 0.9, et le même mode en ne gardant que les composantes harmoniques
de haut degré. Les couches internes deviennent alors nettement plus apparentes.
Elles correspondent à des résonances associées à la fréquence du mode, le nombre
de nœuds augmentant d’une unité sur chaque ligne résonante (ce qui est permis
puisqu’au fur et à mesure qu’on se dirige vers l’équateur, la longueur des lignes
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FIG. B.4 – Distribution méridionale du courant (quart gauche) et de l’énergie
magnétique (quart droit) pour deux modes propres avec des pulsations diffé-
rentes. Chaque mode possède un nombre de nœuds différent suivant les lignes
de champ.

n ωn ωnum
1 19.14 18.00
2 31.89 30.82
3 44.65 43.50
4 57.41 56.14
5 70.17 68.77
6 82.93 81.40
7 95.68 94.02
8 108.4 106.7
9 121.2 119.3

TAB. B.1 – Comparaison entre les pulsations obtenues dans l’approximation WKB
(η = 0.35) et par le numérique. Compte-tenu des hypothèses de l’approximation,
il est logique que la précision relative de la solution WKB soit meilleure lorsque
la pulsation est élevée.

de champ à l’intérieur de la coquille augmente).

B.4 Modes axisymétriques toroïdaux

Les modes toroïdaux ont globalement les mêmes propriétés que leurs cousins
poloïdaux. La différence essentielle entre les deux types de modes est assez bien
dissimulée mais n’en est pas moins essentielle. Nous allons en effet montrer qu’ils
sont singuliers dans la limite des diffusivités nulles. Leur étude est néamoins fort
instructive puisqu’elle est plus simple et que des développements analytiques
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FIG. B.5 – Distribution meriodionale du courant (quart gauche) et de l’énergie
magnétique (quart droit) pour quatre modes propres poloïdaux possédant des
pulsations similaires ω ' 18 mais des taux d’amortissement différents. On a
utilisé ici Em = E = 10−5, 1000 harmoniques sphériques et 300 polynômes de
Chebyshev, afin de faire ressortir au maximum la structure interne du mode aux
alentours de 45◦.

sont possibles. Nous allons voir au paragraphe B.5 que ces développements nous
apprennent également potentiellement des choses sur le spectre des modes poloï-
daux. Le lecteur intéressé trouvera tous les renseignements détaillés sur l’étude
de ces modes dans Reese et al. (2004).

B.4.a Spectre

Pour faire simple, le spectre des modes toroïdaux, donné sur la figure B.8,
s’interprète essentiellement comme celui des modes poloïdaux, à savoir qu’une
double quantification sur le nombre de nœuds n suivant les lignes de champ et
q perpendiculairement à celles-ci est obtenue. Des représentations des vecteurs
propres correspondants sont présentées dans Reese et al. (2004). Tout comme les
modes poloïdaux, ces modes se concentrent aux pôles magnétiques.

B.4.b Singularité et couches limites

On observe numériquement que la largeur caractéristique σθ de ces modes
tend vers 0 à mesure que l’on réduit la diffusivité, ce qui ne semble pas être le
cas pour les modes poloïdaux. Cela signifie que leur structure est singulière. Ce
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FIG. B.6 – Spectres de l’énergie magnétique (trait plein) et de la vitesse (pointillés)
pour le premier mode de la figure B.5, mais lorsque E = Em = 10−4. À gauche :
maximum sur toutes les harmoniques sphérique de chacun des coefficients de
Chebyshev Ck. À droite : spectre harmonique, correspondant au maximum sur
tous les coefficients de Chebyshev de la composante harmonique ` (en valeur
absolue). Sur ce dernier spectre, on voit nettement la composante polaire du mode
(` ≤ 60) et la contribution des couches internes (` > 60).

comportement est illustré par la figure B.9. Finalement, Daniel Reese a montré
que les couches limites associées à ces modes sont des couches de Hartmann,
d’épaisseur caractéristique O(B−1√EEm), et qu’on peut modéliser par une varia-
tion exponentielle près des bords (Pothérat et al. 2002). La fabrication d’un spectre
synthétique basé sur ce profil permet en effet de retrouver de manière très précise
la forme du spectre en Chebyshev pour les polynômes de degré élevé, correspon-
dant aux structures de très faible épaisseur.

B.5 Solutions asymptotiques à faible diffusivité

Concluons cette étude par l’exposé des grandes lignes d’un développement
analytique asymptotique mené conjointement avec Daniel Reese, qui permet de
déterminer le comportement des modes toroïdaux à faible diffusivité. Le calcul
est basé sur un développement des solutions en puissance des diffusivités et sur
l’utilisation de l’alternative de Fredholm pour obtenir la solution au deuxième
ordre. Pour commencer, on observe empiriquement pour E = Em (cf. Reese et al.
2004) que la forme des valeurs propres pour les doublets (n, q) est

λn,q = λ0
n + E1/2(q + 1) Λ1

n + O(E) , (B.11)



Solutions asymptotiques à faible diffusivité 175

FIG. B.7 – À gauche : énergie magnétique d’un mode poloïdal n = 1 dans une
coquille sphérique avec η = 0.9. À droite : le même mode, filtré à ` > 60, possède
des lignes de champ résonantes avec un nombre de nœuds allant de 2 à 7.

où λ0
n correspond à la fréquence « adiabatique » et Λ1

n est un nombre complexe qui
ne dépend pas de q (constant sur chaque branche horizontale). Autrement dit, il
semble possible de séparer une contribution adiabatique et une contribution non-
adiabatique dans la valeur propre. Il s’agit alors de trouver une justification ana-
lytique à cette expression du spectre. La quantification verticale est relativement
aisée et repose essentiellement sur les mêmes idées que celles de l’analyse WKB
du paragraphe B.3. En revanche, la quantification horizontale est nettement plus
compliquée à obtenir.

Un point essentiel, évoqué dans le paragraphe précédent, est que la largeur
des modes toroïdaux varie comme E1/4 lorsque les diffusivités E et Em sont abais-
sées simultanément. Ceci permet de réécrire les équations grâce à un changement
de variables (r, ν = sin θ/

√
r, ϕ), où ν est la coordonnée perpendiculaire à la ligne

de champ. Si on pose E1/4 = (K ε)1/4, E1/4
m = (Km ε)1/4, et ν̂ = ε−1/4ν, où ε est

petit lorsque les diffusivités sont petites, et K et Km sont des constantes, on obtient

λv =

(
1 − 1

2
ε1/2rν̂2

)[
1
r3

∂b
∂r

+
3b
2r4

]
+

ε1/2K
r3 Θ[v] ,

λb =

(
1 − 1

2
ε1/2rν̂2

)[
1
r3

∂v
∂r

− 3v
2r4

]
+

ε1/2Km

r3 Θ[b] ,

(B.12)
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FIG. B.8 – Spectre des valeurs propres des modes toroïdaux pour η = 0.35,
E = Em = 10−4. L’entier n indexe le nombre de nœuds des solutions suivant
la coordonnée de ligne de champ, et q le nombre de nœuds dans la direction per-
pendiculaire.

où

Θ[b] =
∂2b
∂ν̂2 +

1
ν̂

∂b
∂ν̂

− b
ν̂2 (B.13)

est le seul opérateur qui dépend de ν̂. Un développement en puissances de ε,
conduisant à une hiérarchie d’équations, s’impose naturellement au vu de l’équa-
tion (B.11) :

λ = λ0 + ε1/2λ1 + O(ε) ,

v = v0 + ε1/2v1 + O(ε) ,

b = b0 + ε1/2b1 + O(ε).

(B.14)

Au premier ordre le système obtenu ne dépend pas de la coordonnée ν̂, ce qui
permet de trouver des expressions de la forme

b0(r, ν̂) = b0
n(r) f (ν̂) ,

v0(r, ν̂) = v0
n(r) f (ν̂) ,

λ0 = λ0
n.

(B.15)

Les fonctions b0
n(r) et v0

n(r) peuvent être obtenues en faisant une analyse sur le
pôle et donnent la quantification verticale. En revanche, à cet ordre, la fonction
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FIG. B.9 – Comportement de la largeur caractéristique σθ et de la distance au pôle
θ d’un mode propre. Dans le cas E = Em, ces deux grandeurs tendent vers zéro,
et la pente observée est égale à 1/4.

f (ν̂) est encore indéterminée. À l’ordre 1, on a

λ0
nb1 − 1

r3
∂v1

∂r
+

3v1

2r4 = −λ1b0
n f − λ0

n r ν̂2 b0
n f

2
+

Km b0
n Θ[ f ]
r3 , b1(r = 1, ν̂) = 0 ,

λ0
nv1 − 1

r3
∂b1

∂r
− 3b1

2r4 = −λ1v0
n f − λ0

n r ν̂2 v0
n f

2
+

K v0
n Θ[ f ]
r3 , v1(r = η, ν̂) = 0.

(B.16)

Formellement, ce système peut s’écrire L0Ψ1 = L1Ψ0, où L0 et L1 sont deux opé-
rateurs et Ψ0 et Ψ1 les solutions aux premiers ordres (L1 contient en particulier
l’opérateur Θ). En vertu de l’alternative de Fredholm (que l’on suppose valable
pour les fonctions et opérateurs utilisés ici), une solution n’est possible que si les
solutions du problème homogène pour l’adjoint L†

0 sont orthogonales au membre
de droite. On peut noter que l’opérateur L0, qui est donné par l’équation (B.12),
est auto-adjoint (c’est l’opérateur idéal de la MHD) et que les solutions du pro-
blème adjoint sont donc précisement données par l’équation (B.15). En appliquant
l’alternative de Fredholm, une équation simplifiée sur la fonction f est alors ob-
tenue :

−λ1C1 f − λ0
n ν̂2 C2

2
f + C3 Θ[ f ] = 0. (B.17)

C1, C2, C3 sont des constantes qui s’expriment en fonction de la norme des vec-
teurs propres solutions au premier ordre, qui sont calculés exactement dans Reese
et al. (2004). Un nouveau changement de variables permet de transformer l’équa-
tion précédente en une équation dont les solutions sont les fonctions de Kummer
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(Abramowitz et Stegun 1954). Les conditions aux limites de régularité au pôle et
à l’infini, appliquées sur ces fonctions, permettent d’obtenir une quantification ri-
goureuse de la valeur propre λ1 avec un nombre quantique q, avec des fonctions
propres proportionnelles aux polynômes de Legendre généralisés. On a finale-
ment

λn,q = λ0
n + ε1/2λ1

n,q + O(E) ,

λ0
n = iω0

n ' i
2(2n + 1)π

1 − η4 ,

λ1
n,q = −2(1 + q)(1 + i)

√
ω0

n C2 C3
C1

.

(B.18)

Cette solution correspond parfaitement à l’équation (B.11) qui, rappelons-le, était
purement empirique. Les profils transverses (suivant la variable sphérique θ) de
différents vecteurs propres calculés numériquement et par notre méthode sont
donnés dans la figure B.10 et confirment ce bon accord.

FIG. B.10 – Comparaison entre la théorie asymptotique et les résultats numériques
pour des profils transverses de champ magnétique, r = 0.5 et des diffusivités
égales à 4 10−5.

Ce développement confirme donc que la structure des modes toroïdaux est
singulière. Cette différence avec le cas poloïdal, fondamentale, semble due à l’ab-
sence de couplage entre lignes de champ par la pression totale dans le cas to-
roïdal. En effet, le gradient de pression s’annule sur la composante toroïdale des
équations pour des perturbations axisymétriques, ce qui n’est pas le cas pour les
autres composantes. Cependant, le mécanisme de quantification horizontale, qui
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se fait par l’intermédiaire des termes diffusifs, doit être similaire pour les modes
poloïdaux, les mêmes comportements de quantification étant observés pour les
deux familles de modes.

B.6 Conclusions et extensions possibles

B.6.a Principaux résultats
Les conclusions essentielles de cette étude sont les suivantes. Les modes d’os-

cillation alfvéniques ont une distribution spatiale fortement anisotrope et se con-
centrent principalement aux pôles. Les couplages harmoniques créés par la pré-
sence d’un champ magnétique dipôlaire imposent que l’on prenne en compte au
moins 60 harmoniques sphériques pour obtenir la structure principale du mode
pour des ondes d’Alfvén pures. Même si le spectre et la forme des modes propres
magnéto-acoustiques (qui sont les modes observés dans les étoiles roAp) sont cer-
tainement très différents de ceux pour les ondes d’Alfvén pures, cet aspect précis
du problème doit vraisemblablement être pris en compte dans l’étude des pre-
miers. De manière plus générale, une étude globale (sur l’ensemble de la couche)
paraît nécessaire.

Nous avons vu que les modes poloïdaux, même s’ils ressemblent fortement
aux modes toroïdaux, sont fondamentalement différents de ceux-ci puisque leur
structure semble rester régulière aux faibles diffusivités. Une étude analytique du
spectre toroïdal, en complément des solutions numériques, a permis de montrer
la singularité des modes toroïdaux et d’obtenir la dépendance de l’épaisseur de
ces modes vis-à-vis des diffusivités.

B.6.b Perspectives
L’étape suivante consiste bien entendu à prendre en compte la compressibi-

lité du milieu afin d’obtenir le spectre des modes magnéto-acoustiques lents et
rapides. Une telle étude s’àvère nettement plus compliquée à la fois analytique-
ment et numériquement, puisque les variables u`

m et v`
m doivent séparément être

calculées et que la variable de densité doit être rajoutée. Il y a de fortes chances
pour que les solutions soient assez différentes de celles présentées ici.

Ce travail offre également des perspectives intéressantes dans le cadre de
l’étude des mécanismes de chauffage à l’intérieur des planètes géantes à fort
champ magnétique comme Jupiter. Un problème important, que les modèles de
transfert radiatif actuels ne permettent pas de résoudre, est d’expliquer l’excès de
chauffage observé aux pôles de l’atmosphère de Jupiter (Pirraglia 1984). Compte-
tenu de la forte conductivité de l’hydrogène à grande profondeur, il pourrait
être possible de canaliser de l’énergie préférentiellement vers les pôles magné-
tiques par des ondes d’Alfvén. Un travail préliminaire avec R. Ouyed (Univer-
sité de Calgary) semble indiquer qu’une excitation même relativement faible de
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ces ondes (avec des perturbations de vitesse de l’ordre de quelques cm s−1, en
accord avec les estimations actuelles sur la turbulence dans l’intérieur de la pla-
nète (Starchenko et Jones 2002) est suffisante pour extraire l’énergie nécessaire au
chauffage. Un tel mécanisme demande cependant une étude plus approfondie,
et une modélisation de la transition de phase du plasma (par le biais d’une réso-
lution multi-domaine du problème) reste à faire. Notons finalement que l’axe du
champ magnétique de Jupiter n’est pas aligné avec l’axe de l’anisotropie calori-
fique (l’écart est de 10◦, e. g. Rädler et Ness (1990)), et que le champ magnétique
permanent possède vraisemblablement des composantes poloïdales et toroïdales
non dipôlaires importantes à l’intérieur, ce qui pourrait compromettre l’analyse.

ÀÀÀ
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the eigenmodes of the system. Numerical results show that the least-damped Alfvénic modes naturally concentrate near the

magnetic polar axis. These modes also show internal shear/magnetic layers associated with resonant field lines. This model is
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this latter case, it shows that shear Alfvén waves provide a good instance of non-perturbative effects due to the strong magnetic

field of such stars.
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1. Introduction

Asteroseismological observations of roAp stars over the last

twenty years (Kurtz 1990) have raised the question of the un-

derstanding of the oscillations in a star when a global and per-

manent magnetic field is present. Non-radial oscillations of

roAp stars have periods between 4 and 16 min. The observed

photometric variations indicate that they are likely high-order,

low-degree p-modes, perturbed by some physical process re-

lated to the presence of a permanent magnetic field, which is

known to be mainly dipolar at the surface of these stars. One

of the arguments in favor of this interpretation is that the oscil-

lations can be interpreted with the so-called “oblique rotator”

model of Kurtz (1990) which considers the oscillations as es-

sentially � = 1 modes aligned with the dipolar magnetic field

of the star. Recently, Bigot & Dziembowski (2002) noticed that

this alignment need not be strict and that the pulsation axis lies

somewhere between the rotation and magnetic axis.

Balmforth et al. (2001) suggested that oscillations were

likely to be excited near the poles of the star rather than near

the equator because in the first case, the magnetic field is al-

most vertical and inhibits convection (in a frozen field pic-

ture), allowing some κ-mechanism excitation, whereas in the

second case, magnetic fields lines are nearly horizontal, per-

mitting turbulent convective motions and thus preventing any

Send offprint requests to: F. Rincon,

e-mail: rincon@ast.obs-mip.fr

κ-mechanism. Although this kind of separated treatment be-

tween the magnetic pole and the equator is sufficient to recover

some properties of the roAp stars, Balmforth et al. (2001) ac-

knowledge that their model has some drawbacks, mainly their

neglect of the direct contribution of the Lorentz force to the

momentum equation.

Other previous studies by Shibahashi (1983) and Cox

(1984) made a more satisfactory treatment of the magnetic

field by taking it into account explicitly in the equations. They

discovered that convective overstable magneto-gravity modes

could be excited at the poles of the star rather than at the equa-

tor and found that the oscillation periods of their model were

comparable to those observed in roAp stars. However, as they

pointed out, they only made a local analysis which is not suf-

ficient to describe the probable global nature of roAp oscilla-

tions.

As Biront et al. (1982), Roberts & Soward (1983) and

Campbell & Papaloizou (1986) explained, the study of oscilla-

tions in presence of a magnetic field is a difficult mathematical

problem, since magnetic fields can be treated as small perturba-

tions in the interiors of stars but give a major contribution to the

pressure in the atmospheres, where regular perturbative meth-

ods consequently break down. Dziembowski & Goode (1996)

and Bigot et al. (2000), following up the work of Roberts &

Soward (1983), calculated the shift of p-modes frequencies in-

duced by the presence of a strong dipolar magnetic field in

a boundary layer approximation. They found that these shifts
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1. Introduction

Numerous astrophysical systems exhibit a pulsating behaviour
that can be significantly influenced by the Lorentz force when
a strong magnetic field is present. This may for instance be the
case in neutron stars and magnetic white dwarfs (Lou 1995).
Planetary cores, which are known to sustain a strong dynamo
(Stevenson 1983), are also likely to fall into this category.

One of the most exciting examples of couplings between
pulsation and magnetism is given by the seismological activity
of roAp stars. This class of stars, discovered by Kurtz (1978),
exhibits several kG (almost) dipolar magnetic fields and lumi-
nosity variations on periods ranging from 5 to 15 min. These
oscillations seem to be well approximated by a single spherical
harmonic � = 1 lined up with the magnetic axis, suggesting a
strong mixing between high order p-modes and Alfvénic type
oscillations.

Many different models have been developed to ob-
tain a satisfying picture of the asteroseismology of these
stars. Following theoretical work by Biront et al. (1982);
Roberts & Soward (1983) and Campbell & Papaloizou (1986),
Dziembowski & Goode (1996) have studied acoustic star mod-
els enveloped by a layer in which magnetic effects become
dominant. Using a boundary layer approximation, they came
up with an outer boundary condition which was then applied
for the calculation of adiabatic acoustic modes. This model has

� Appendices are only available in electronic form at
http://www.edpsciences.org

undergone a lot of refinements in order to take into account
new physical processes. The latest version, proposed by Bigot
& Dziembowski (2002), incorporates the centrifugal force (a
non-axisymmetric effect, since the rotational and magnetic axis
are often tilted in roAp stars) and suggests that the axis of the
modes is not necessarily lined up with the magnetic axis. In
spite of these improvements, there are still non-negligible dis-
crepancies between the magnetically shifted eigenfrequencies
computed from these models and the observed ones, showing
that the precise coupling mechanism occurring in the surface
layers is likely to be more complex. An important point is that a
single � value is sometimes assumed to be sufficient to describe
the oscillations. This may not be the case, owing to the dipo-
lar structure of the permanent magnetic field which induces a
coupling between spherical harmonics thus producing a whole
spectrum of �’s (e.g. Rincon & Rieutord 2003).

Motivated by the observation that chemical peculiarities are
observed near the magnetic poles of roAp stars, Balmforth et al.
(2001) have tried to determine what precise physical phenom-
ena were occurring in the polar and equatorial regions. Since
the magnetic field is almost horizontal near the equator and
vertical near the poles, convection is certainly inhibited in the
latter region, allowing the diffusion of different chemical el-
ements (an excess of helium is observed on the polar caps).
Oscillations triggered by a κ-mechanism may therefore prefer-
entially be observed in this region. This approach stresses the
importance of a global description of the eigenmodes in such
stars.
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